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基于 B-样条网络的复杂主曲线建模 
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  要：提出了一种基于 B-样条网络的复杂主曲线建模的新方法，该方法结合学习主曲线的多边形算法和 B-样条网络来建立主曲线模型，
时提出了用于寻找主曲线分叉点的迭代算法。实验结果表明所提出的方法是简便有效的。 
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Abstract】The paper proposes a new method based on B-spline network, modeling complex principal curve. This method combines the polygonal
ine algorithm of learning principal curve with B-spline network. The iterative algorithm for searching bifurcate point is proposed. Simulation results
emonstrate that it is feasible and effective. 
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 概述 
主曲线的概念最早由Hastie提出[1]，由于他在描述其原理

使用了复杂的数学，当时并没有引起计算机科学界的注意。
然目前主曲线的研究中仍然存在大量的数学问题，但在 20
纪 90年代后期，由于主曲线技术在数据分析领域中的逐步
用，及其本身所具有的多种优点，主曲线技术已引起计算
科学家的极大关注，在计算机科学领域的应用发展很快(已
大量应用方面的报道)。目前的应用主要有图像的可视化、
据可听化、语音识别、时间数据分析、模式分类、手写数
识别、模式聚类、过程监控等领域。主曲线是通过数据集
中部”的光滑曲线，它真实反映数据的形态，是数据集合
“骨架”，它是主成分分析的非线性推广。目前已经提出
多主曲线算法，但据目前的文献，主曲线学习算法只能得
近似主曲线上的离散点，没有对主曲线进行建模。而通过
立主曲线模型，可以反映数据集中变量之间的非线性关系。 

B样条网络是一种点阵 3 层结构联想记忆网络[2,3]，其结
如图 1所示， 它在隐层中使用定义在输入空间点阵上的B
条函数作为基函数，对于任一网络输入，隐层中只有少数
个B样条函数激活，而网络输出仅由这几个激活的B样条函
的线性组合形成，由于基函数的支集有限，这种网络有下
特征：(1)知识在网络中是局部存储而不是全局分布式存
，学习也是局部进行的，因而输入空间某一部分的学习不
影响其它部分的学习结果；(2)学习收敛速度快，便于实时
线应用；(3)网络有较强的模糊知识表示能力。因此，这类
络近年来越来越受到人们的重视，并广泛应用于控制、建
和模式识别等领域[3]。  
本文提出了一种建立主曲线模型的方法。主要考虑一类

分支的主曲线建模，这种带分支的主曲线的形式如图 2 所
，主曲线在分叉点被分为两个分支。 
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图 1 B样条网络结构 
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图 2 带分叉点的主曲线 

在这类主曲线的建模中，1 个关键的问题是如何根据数
据点集来找到主曲线的分叉点，进而可将带分支主曲线的建
模问题归结为单支主曲线的建模问题，为此本文提出了一种
寻找分叉点的迭代算法，在所提出的复杂主曲线建模算法中，
首先利用寻找主曲线分叉点的迭代算法寻找分叉点，进而将
带分支的主曲线划分为 3 个单支的主曲线；然后，对每个单
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支主曲线利用学习主曲线的多边形算法[2]，找到 3个多边形；
最后将多边形的顶点作为B样条网络的训练样本集，训练B样
条网络，由于B样条网络训练周期短，收敛速度快，因此利
用这种方法可以快速地建立复杂主曲线模型。同已有的学习
主曲线算法相比。由于B-样条网络的基函数都是连续函数，
因而利用本方法所建立的主曲线是平滑曲线。 

2 主曲线定义及学习主曲线的多边形算法 
本节给出了几种主曲线的定义[1,4,5]和学习主曲线的多边

形算法[5]。 
2.1 主曲线定义 

定义 1 具有连续概率密度 h(x)的数据分布 dRD ⊂ 的主曲
线 是流形f M 中满足自相合性的成员。1条曲线 Mf ∈ 是自

相合的，如果 )())(( λλλ fXXE f == ， I∈∀λ ，其中 I 是实

数 轴 上 的 闭 区 间 ， M= ，}{ FfM f ⊂： =fM =)(Df  

，F为函数集，对每个 ， 。 ：)({ Xf }DX ∈ Ff ∈ dRDf →：

定义 2 光滑曲线 )(λf 是主曲线当且仅当： 

(1) )(λf 不自相交； 

(2) )(λf 在任一有界的Rd子集中长度有限； 

(3) )(λf 是自相合的，即 )(λf = ))(( λλ =XXE f 。 

定义 3 对于数据点集X，曲线 f *称为长度为L的主曲线，
如果在所有长度小于或等于 的曲线簇上，L f *最小化距离
函数 ，其中 )( f∆

])(inf[)],([)( 2λ
λ

fXEfXEf −=∆=∆ ]))(([
2

XfXE fλ−=  

由主曲线的定义可知：主曲线是满足自相合性的光滑曲
线，其本质上是嵌入高维欧氏空间的一维流形，曲线上的每
个点是所有投影到该点的数据点的条件均值，它能真实反映
数据的分布形态。 
2.2 学习主曲线的多边形算法 

学习主曲线的多边形算法由Kégl B提出[5]。  
算法 1 多边形算法 
(1)初始化：给定数据点集 

2
2211 )},(,),,(),,{( RyxyxyxX nnn ⊂= K  

用 的最短第一主分量线作为算法迭代的初始多边形，其
上包含投影到它上的所有数据点。 

nX

(2)投影：根据数据点投影到多边形的顶点或线段而将数
据点划分到最近邻区域，数据点集最近邻区域的划分方法如
图 3 所示。其中，集合Vi中的任一点关于多边形f的最近邻点
是vi；集合Si中任一点关于多边形f的最近邻点是线段 上的
一点。 

is

(3)顶点优化：顶点vi的新位置通过距离平方的均值最小
化来决定，所有别的顶点固定不变。 

(4)增加新顶点：由上面的投影和优化组成算法的内循
环，在内循环执行期间，使优化作用到每一个顶点 vi， 

，直到收敛而产生多边形 ，这样一个新的

顶点被增加。 

1,,2,1 += ki K nkf ,

当多边形包含的线段数k超过阈值 时算法终止，
算法的这一终止条件基于启发式的复杂性度量考虑，由多边
形 包含的线段数k，数据集大小 ，距离平方的均值

共同决定，算法的外循环由步骤(2)~步骤(4)组成，

在每一次的外循环迭代中通过增加一个新的顶点到前一次迭

代产生的多边形

),( ∆nc

nkf , n
)( ,nkn f∆

nkf , 上而使多边形包含的线段数增加 1，在

增加一个新顶点后，多边形所有顶点的位置在内循环中被  
更新。 
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图 3 对平面上点的最近邻区域的划分 

3 寻找主曲线分叉点的迭代算法 
考虑数据点集 =nX 2)},{( Ryx ii ⊂ ，其中， {1,2,..., }i N n∈ = 。

令 }{minmin iNi
xx

∈
= ， =maxx }{max i

Ni
x

∈
，记 ，],[ maxmin

)0( xxI =

)0(I 表示区间 )0(I 的长度。 

下面给出寻找数据点集 的主曲线分叉点nX ),( yx 的迭
代算法。 

算法 2 寻找分叉点算法 
{Let ;0=t  
Do {   
将区间 等分(m为正整数)； mI t )(

得到 m个小区间记为 ， ； iI 1,2,...,i m=

记 =iJ },),({ ijnjjj IxXyxy ∈∈∀  ； 1,2,...,i m=

∑
∈

=
ij Jy

j
i

i y
n

y 1
， 1,2,...,i m= ； 

=iσ 2
)(1 ∑

∈

−
ij Jy

ij
i

yy
n

， ； 1,2,...,i m=

其中， 表示 中所含数据点的个数； in iI
且

1 2 ... kn n n n+ + + = ； 

计算 }{ 1 ii σσ −+ ， 1,2,..., 1i m= − ； 
存在 i ，使得序列 }{ 1 jj σσ −+ ， , 1,..., 1j i i k= + − 中的每

一项都非负且为严格递增序列； 
这时数据点集 的主曲线的分叉点横坐标必然在区间
内； 

nX

1+iI

if ( ε>+1iI )  then 

{ 1+= tt ； ；}  1
)(

+= i
t II

(其中， ε 是预先给定的一个小的正数)} 
while ( ε>+1iI )    

Let ∑
+∈+

=
1

1

1

ij Ix
j

i
x

n
x ， =y ∑

+∈+
1

1

1

ij Jy
j

i
y

n
} 

),( yx 即为数据点集 的主曲线的分叉点；由于nX

minmax
)0( xxI −= ， )0()1( 1 I

m
I = ， ...， )0()( 1 I

m
I

t
t = ，

0lim )( =
+∞→

t

t
I ，因此上述寻找数据点集主曲线分叉点的迭代算

法显然是收敛的，而且当取较大的 值时，算法将以很快的
速度收敛。 

m

4 建立复杂主曲线模型的方法 
本文所提出的基于 B-样条网络和寻找数据点集主曲线

分叉点算法的建立复杂主曲线模型方法基本思路是：对于给
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定数据点集 。 2
2211 )},(,),,(),,{( RyxyxyxX nnn ⊂= K

(1)利用算法 2，找到其分叉点 ),( yx ，记 
=)1(X },),(,),{( xxXyxNiyx iniiii <∈∈  

=)21(X ,,),(,),{( xxXyxNiyx iniiii ≥∈∈ yyi ≥ } 

=)22(X ,),(,),{( niiii XyxNiyx ∈∈  yyxx ii <≥ , } 
)22()21()2( XXX ∪=  

显然分叉点 ),( yx 的横坐标 x将数据点集 划分为 2个不相交
的子集 和 ，即 ，且

nX
)1(X )2(X nX )2()1( XX ∪= )1(X φ=∩ )2(X ；

分叉点 ),( yx 的纵坐标 y 将 的子集 划分为 2 个不相交
的 子 集

nX )2(X
)21(X 和 ， 即)22(X )2(X )22()21( XX ∪= ， 且

∩)21(X )22(X φ= 。分叉点 ),( yx 将数据点集 划分为 3个互

不 相 交 的 子 集 、
nX

)1(X )21(X 和 )22(X ， 即

nX ∪= )1(X )22()21( XX ∪ ，且 ∩)1(X φ=∩ )22()21( XX 。显然，

分叉点 ),( yx 将数据点集 划分成的 3 个互不相交的子集

、 和
nX

)1(X )21(X )22(X 分别对应于其主曲线的 3个分支。 
(2)利用学习主曲线的多边形算法，分别去求对应于数据

点集 的 3 个互不相交的子集nX )1(X 、 )21(X 和 )22(X 相应
的多边形。对于每个子集，可以得到由k(对于不同的子集有
不同的k值)个线段和k+1个顶点组成的多边形 。 nkf ,

(3)把这 k+1 个顶点作为 B-样条网络训练样本集，训练
B-样条网络，从而可以对数据点集： 

2
2211 )},(,),,(),,{( RyxyxyxX nnn ⊂= K  

建立其主曲线模型。在 B-样条网络的训练中，对于分叉点之
后的对应于子集 )21(X 和 的 2个多边形顶点，采用分别训
练的方式，训练的结果被分别保存。 

)22(X

基于 B-样条网络的复杂主曲线建模方法的流程如图 4 
所示。 
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图 4 主曲线建模方法流程 

利用本文所提出的基于 B-样条网络的复杂主曲线建模
方法做了实验。图 5 和图 6 给出了利用本文所提出的方法建

立的主曲线模型，其中的数据点是从 π
2
30,sin ≤≤= xxy 和

,sin xy −= ππ
2
3

≤≤ x 上分别任意选取的 300 个和 100 个数据

点，分别增加了独立分布的高斯噪音 iε ～ 。 )1.0,0(N
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图 5 400个原始数据点 
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图 6 主曲线 
由以上的实验的结果，可以看出， 对于给定的数据点集，

结合学习主曲线的多边形算法和 B-样条网络的新的主曲线
建模方法是，首先利用算法 2 寻找数据点集 的分叉点nX

),( yx ，分叉点将数据点集 划分为 3 个互不相交的子集nX
)1(X 、 和)21(X )22(X ，再对这 3 个子集分别利用算法 1，通过

逐步增加多边形顶点，优化顶点，使得多边形的边数逐步增
加，用多边形去逼近数据点集的主曲线，得到这 3 个子集的
3 个多边形。利用多边形的顶点作为新的数据点集，训练 B-
样条网络，进而建立主曲线模型，得到一条平滑的曲线，这
是一种简便而且有效的方法， 而目前的主曲线学习算法只能
得到近似主曲线上的离散点，没有对主曲线进行建模。 

5 结论 
对于给定的数据点集，本文所提出的基于 B-样条网络的

复杂主曲线建模方法，可以为其建立平滑的主曲线模型。同
已有的学习主曲线算法相比，本方法可以为给定的数据点集
建立主曲线模型，这在一定的意义上是对目前的主曲线学习
算法的改进和完善；由于 B-样条网络的基函数都是连续函
数，因此而利用本方法所建立的主曲线是平滑曲线；另外，
由于 B-样条网络知识的局部存储、训练周期短收敛速度快等
特点，使得本方法能够快速地建立数据集的主曲线模型。  

实验结果表明本方法，对于数据点集的主曲线建模是简
便而且有效的，具有一定的应用前景，可应用于建模与过程
控制等领域。 
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