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基于非对称学习因子调节的粒子群优化算法 
毛开富，包广清，徐  驰 

(兰州理工大学电气工程与信息工程学院，兰州 730050) 

摘  要：分析粒子群优化算法中 2个学习因子对粒子收敛性的影响，通过 Benchmark标准测试函数对不同取值的学习因子进行测试，提出
一种基于非对称学习因子调节策略的改进粒子群算法。在搜索初期使粒子获得更好的多样性及较强的摆脱局部极值的能力，在搜索后期加
快粒子的收敛速度，提高全局寻优能力。该算法已在复合齿轮传动系统的传动比优化设计中得到了成功应用。 
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【Abstract】To update the performance of the standard optimization method, a new Particle Swarm Optimization(PSO) algorithm is proposed based 
on the earlier works. A non-symmetric learning factor adjusting method introduced here is to keep the balance between the global search and the 
local search with the great advantages of convergence property and robustness compared with standard PSO algorithm. The relationship between 
swarm average velocity and convergence is studied through Benchmark test functions simulation. All the merits mentioned above are demonstrated 
by the compound gear transmission ratio optimization in transmission systems. 
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1  概述 
粒子群优化算法 (Particle Swarm Optimization, PSO)是

Kennedy博士和 Eberhart博士于 1995年提出的一种图形化仿
真鸟群飞行的演化算法[1-2]，起源于对鸟群觅食行为的研究。
PSO 算法最初应用于函数优化和神经元网络的训练过程，其
后又应用于工程优化设计等领域，均取得了较好的效果[3-4]。
PSO 算法参数简单、容易实现且优化性能良好，受到国内外
学者的广泛关注。 

与其他随机类优化算法相比，PSO 算法虽然在搜索初期
的收敛速度快，但在后期却易于陷入局部最优，尤其当解空
间为非凸集时，表现得更加明显。针对这一问题，近年来出
现了许多改进算法，本文在文献[2,5]的基础上，对 2 个学习
因子 c1、c2的取值范围进行修正，并通过其在优化过程中的
非对称变化提高优化精度。 

仿真实验表明，本文提出的学习因子调节方法明显优于
文献[5]的方法，对 Benchmark测试函数优化可以得到较好的
适应值，同时在复合齿轮传动系统的传动比优化设计中进行
实际验证，说明了该算法的有效性。 

2  PSO算法介绍 
对 PSO算法的基本原理简述如下[6]：由 m个粒子组成的

群体在 D维寻优空间以一定速度运动，每个粒子在决策搜索
路径时，要同时参考自己搜索的历史最好点(个体极值)和群
体内其他粒子的历史最好点(全局极值)。设第 i个粒子在寻优
空间的位置为 xi=(xi1, xi2, ⋯ , xiD)，其运动速度为 vi=(vi1, 
vi2, ⋯, viD), 1≤i≤m；第 i个粒子历经的历史最好点为 pi=(pi1, 

pi2, ⋯, piD)，群体内所有粒子历经的最好点表示为 pg=(pg1, 
pg2, ⋯, pgD)。粒子的位置和速度分别根据式(1)、式(2)进行调
节： 

1
1 2( ) ( )k k k k k k

iD iD iD iD gD iDwv c p x c p xε η+ = + − + −v            (1)      
1 1k k k

iD iD iDx v+ += +x                                 (2) 

其中，w是惯性权重，通常取值为(0, 1)之间的随机数；c1和
c2 是学习因子； ,ε η 是个体极值和全局极值间的均衡因子，
取值为[0, 1]区间内的随机数。迭代终止条件一般选为最大迭
代次数和粒子群迄今为止搜索到的最优位置满足的适应   
阈值。 

3  PSO算法收敛性分析 
从式(1)、式(2)可以看出， 1k

iD
+v 、 1k

iD
+x 是多维变量矩阵，

且各行变量线性无关，故对算法分析可以简化到一维进行，
并假设粒子个体找到的最优解位置和整个种群目前找到的最
优解位置不变，分别记为 pb 和 gb，w、c1 和 c2 为常数。      
式(1)和式(2)可简化为[7]： 

1 2( 1) ( ) ( ( )) ( ( ))b bv k wv k c p x k c g x k+ = + − + −           (3) 
( 1) ( ) ( 1)x k x k v k+ = + +                          (4) 

由式(3)、式(4)得到： 
( 2) ( 1) 1( ( 1)) 2( ( 1))b bv k wv k c p x k c g x k+ = + + − + + − +      (5) 
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( 2) ( 1) ( 2)x k x k v k+ = + + +                        (6) 

把式(5)和式(4)代入式(6)得到： 
( 2) ( 1) ( 2) ( 1 2 1) ( 1)

( ) 1 2b b

x k x k v k w c c x k
wx k c p c g

+ = + + + = − − + + −
+ +

 

即： 
( 2) ( 1 2 1) ( 1) ( ) 1 2b bx k w c c x k wx k c p c g+ + − + + − + + = +   (7) 

这是二阶非齐次常系数差分方程，其特征方程为： 
2 ( 1 2 1) 0w c c wλ λ+ − + + − + =                     (8) 

定义： 
2( 1 2 1) 4w c c w∆ = − + + − −                        (9) 

令 c=c1+c2，具体有 ∆＝0、 ∆＞0和 ∆＜0这 3种情况：  
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当 k→∞时，x(k)有极限，表示迭代收敛。由此可知，x(k)
收敛的条件是： 1 1λ < 且 2 1λ < 。 

(1)当 Δ =0 时 ， 收 敛 区 域 为 ： 抛 物 线 ， 2 2w c+ −  
2 2 2 1 0wc w c− − + = ，且 0 1w <≤ ； 

(2) 当 Δ ＞ 0 时 ， 收 敛 区 域 为 ： 2 2 2w c wc+ − −  
2 2 1 0w c− + > 、 0c > 和 2 2 0w c− + > 所围成的区域； 

(3)当 Δ ＜ 0 时，收敛区域为： 2 2 2 2w c wc w+ − − −  
2 1 0 1c w+ < <和 所围成的区域。 
综合以上 3种情况，收敛域为如图 1所示的 1w < 、 0c >

和 2 2 0w c− + > 所围成的区域。 

 

图 1  PSO收敛区域 

4  学习因子线性变化的粒子群算法 
在经典 PSO算法中，由于在寻优后期粒子缺乏多样性，

易过早收敛于局部极值[7]，因此通过调节学习因子，在搜索
初期使粒子进行大范围搜索，以期获得具有更好多样性的高
质量粒子，尽可能摆脱局部极值的干扰。 

学习因子 c1 和 c2 决定粒子个体经验信息和其他粒子经
验信息对寻优轨迹的影响，反映了粒子之间的信息交换。设
置较大的 c1值，会使粒子过多的在局部搜索；反之，较大的
c2值会使粒子过早收敛到局部最优值。因此，在算法搜索初
期采用较大的 c1 值和较小的 c2 值，使粒子尽量发散到搜索
空间即强调“个体独立意识”，而较少受到种群内其他粒子
即“社会意识部分”的影响，以增加群内粒子的多样性。随
着迭代次数的增加，使 c1 线性递减，c2 线性递增，从而加
强了粒子向全局最优点的收敛能力： 

1 1 1 max1 ( ) /i f ic c k c c k= − × −                        (10) 

2 2 2 max2 ( ) /i f ic c k c c k= + × −                       (11) 

其中，k为当前迭代次数；kmax是最大迭代数；c1i、c2i分别为
c1、c2的初始值；c1f、c2f分别为 c1、c2的最终值。 

根据上述收敛性分析，在迭代过程中 w值从 1线性递减
到 0.4，参数 c1 和 c2 在满足 c=c1+c2≤4 的条件下，有 3 种
取值情况： 

(1)c1和 c2是常数且 c1=c2。表示“个体”与“群体”对
粒子搜索过程的影响力相同。 

(2)c1和 c2是对称的线性变化关系。即 c1i=c2f 且 c2=c1f ，
表示“个体”与“群体”对搜索过程起完全互补的作用，这
是经典 PSO的思想。 

(3)c1 和 c2 是非对称的线性变化关系。即 c1i ≠ c2f 且 c2i 
≠ c1f ，表示“个体”与“群体”对搜索过程具有不同程度的
影响，这也是本文的改进 PSO算法。 

5  仿真实验 
不同于文献[5]中对 c1、c2 对称取值，本文对 c1、c2 采

用非对称取值，通过 4 种非对称取值情况的比较分析，最终
确定学习因子的最佳取值区间。本文选择式(12)、式(13) 2种
典型函数最小值优化问题来测试上述 3种 c1、c2调节算法的
性能。f1(x)是单峰函数，f2(x)是多峰函数，两者均在(0,0,0)处
有全局最小值 0。 

2
1

1
( )

n

i
i

f x x
=

= ∑                                  (12) 

2
2

1
( ) ( 10cos(2 ) 10)

n

i i
i

f x x x
=

= − π +∑                   (13) 

图 2 和图 3 分别是 2 个函数在不同学习因子下的平均适
应度变化曲线，曲线 1是 c1、c2取固定值，且 c1=c2=2，曲
线 2是 c1、c2非对称变化，且 c1=2.5-0.5，c2=0.7-2.7，曲线
3 是 c1、c2 非对称变化，且 c1=2.7-0.7，c2=0.5-2.5，曲线 4
是 c1、c2对称变化，且 c1=2.5-0.5，c2=0.5-2.5，曲线 5是 c1、
c2 非对称变化，且 c1=2.25-1.0，c2=0.5-2.5，曲线 6 是 c1、
c2 非对称变化，且 c1=2.5-0.5，c2=1.0-2.25，图中横坐标是
迭代次数，纵坐标是适应度的对数表示。 

从图 2 和图 3 的仿真结果整体来看，基于非对称变化学
习因子的 PSO 寻优能力高于对称变化学习因子的 PSO 寻优
能力。当学习因子保持恒定 c1=c2=2 时，由于固定学习因子
的局限性，算法的收敛速度明显不如变化的学习因子，甚至
在单峰函数的寻优过程中过早陷入局部收敛，无法找到全局
最优点。对单峰优化函数 f1(x)来说，曲线 6 的适应度最佳；
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对多峰优化函数 f2(x)来说，曲线 3 的适应度最佳。曲线 6 和
曲线 3的共同之处是在迭代过程中，c1初期取值较大，强调
个体的大范围搜索，较好保持了种群的多样性。随着迭代次
数增加，使 c1 的下降率高于 c2 的上升率，以此相对加强个
体经验对寻优过程的影响，避免在迭代后期的不成熟收敛。 
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图 2  f1(x)的平均适应度曲线 
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图 3  f2(x)的平均适应度曲线 

综合以上分析，基于 c1=2.5-0.5，c2=1.0-2.25 的非对称
学习因子调节策略与文献[5]的对称调节以及学习因子固定
取值的方法相比，均有较为明显的改善，表现出较好的全局
寻优能力。 

6  应用实例 
为进一步验证上述算法的有效性，本文将这种非对称取

值的 PSO算法用于如图 4所示的复合齿轮传动系统中传动比
的优化设计问题。 

d a

b f

 

图 4  传动齿轮设计 

齿轮传动比定义为输出轴的角速度与输入轴的角速度之
比。为了获得期望的总传动比，复合齿轮传动系统由 2 对齿
轮构成，d-a和 b-f。在输入轴和输出轴之间，总的传动比 itot

可以用下式表示： 
o d b

tot
i a f

w z zi
w z z

= =                                (14) 

其中， ow 、 iw 分别是输出轴和输入轴的角速度， dz 、 bz 、 az 、

fz 分别是齿轮 d、b、a、f的齿数。根据工程实际经验，期望
传动比尽量接近 1/6.931 ≈ 0.1443，并且每个齿轮的齿数在
12~60 之间，以 4 个齿轮的齿数为优化变量，则优化问题可 
 
 

表示为： 
21 2

3 4

1min ( ) , 12 60, 1,2, ,4
6.931 i

x xf x i
x x

= − =≤ ≤       (15) 

需要注意的是，上式中的各变量对应齿轮的齿数。因此，
优化结果还应该进行取整处理。 

对比分析 c1、c2 在上述 6 种取值条件下的优化结果， 
c1=c2=2 固定取值的情况下优化性能最差，最优适应度值
minf=2.5×10-4；而在 c1、c2的对称线性变化情况下，其初始
值和最终值设置也对优化的结果有直接的影响，该实例表明，
基于 c1=2.5-0.5、c2=1.0-2.25 的非对称学习因子调节策略可
以获得最优结果，最优适应度值 minf=2.7×10-12。另外还应
该指出，根据对称性，在优化目标函数式(15)的过程中，可
以得到以下 4种有效的不同优化结果： 

T T
1 1 2 3 4[ , , , ] [16,19,43,49]x x x x= =X  

T T
2 1 2 3 4[ , , , ] [19,16,43,49]x x x x= =X  

T T
3 1 2 3 4[ , , , ] [16,19,49,43]x x x x= =X  

T T
4 1 2 3 4[ , , , ] [16,19,49,43]x x x x= =X  

这充分说明，本文提出的 PSO算法不仅仅只适用于单一
目标优化过程，在多目标优化中也同样适用。 

7  结束语 
本文介绍的动态线性非对称调整学习因子的粒子群算

法，通过在搜索之初加强 PSO模型中的“个人认知部分”以
增加粒子群内的多样性，在搜索后期加强“社会认知部分”
以加快粒子向全局最优点的收敛速度，由于两者的调整程度
不同，从而比传统 PSO算法的搜索性能有所改善。Benchmark
函数的数字仿真与复合齿轮传动系统的齿轮传动比优化设计
表明，改进的 PSO算法对单峰及部分多峰函数的较成熟收敛
具有较为明显的改进。当然，要进一步改进优化效果，可以
综合考虑学习因子分段线性变化或与惯性权重线性递减等方
法相结的 PSO算法，这些将在后续的研究工作中继续进行。  
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