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摘 要：通过分析不完备信息系统中基于相容矩阵的属性约简算法，定义一个在单个条件属性下的新二进制相容矩阵，给出新矩阵间的吸
收运算规则，利用该规则得到不完备信息系统条件属性集的二进制相容矩阵。通过判断新二进制相容矩阵间运算后得到的矩阵是否与条件
属性集下的矩阵等价，找出不完备信息系统的属性约简。证明该属性约简与不完备信息系统中基于正区域的属性约简是等价的，并给出属
性约简算法。实例证明该算法是合理的。
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【Abstract】By analyzing attribute reduction based on tolerance matrix in incomplete information system, a new binary tolerance matrix under
single condition attribute is defined. At the same time, absorption of operation rule between two of them is also defined. The binary tolerance matrix
under the whole condition attributes is gained by that rule. If the binary tolerance matrix based on some of condition attributes is equal to the binary
tolerance matrix under the whole condition attributes, those condition attributes make up of an attribute reduction. It is proved that the attribute
reduction acquired from this new method is equivalent to it based on positive region in incomplete information system, and an algorithm for attribute
reduction is presented. An example is used to illustrate the rationality of this new algorithm.
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1 概述
粗糙集理论是由 Pawlak 教授在 1982 年提出的。属性约

简是粗糙集理论研究的重要内容。然而在现实生活中，多种
原因导致不完备信息系统大量存在。文献[1]给出了 5种不同
的知识约简形式。文献[2]利用论域中对象到决策属性值域的
幂集上的映射进行属性约简和系统中的对象约简。文献[3-4]
通过定义相容矩阵和分配决策矩阵，利用矩阵间的比较提取
所有分配规则，并同时得到所有约简。文献[5]通过构造约束
相似关系的二进制可辨矩阵得到下近似的属性核和属性约
简。文献[6]讨论集合容差关系、条件属性的可辨识矩阵以及
决策表的属性重要性 3种属性约简算法。

本文提出一个在单个条件属性下的新二进制相容矩阵的
定义，给出新矩阵间的吸收运算规则。同时，证明了利用该
规则得到的属性约简与基于正区域的属性约简是一致的，并
给出新二进制相容矩阵的属性约简算法及实例说明。

2 不完备信息系统
一个信息系统可以表示为四元组： ( ,S U A C  

, , )D V f ，其中，U 表示对象集合，一般称为论域；A C D U
表示属性的非空有限集；C 、D 分别表示条件属性集和决策
属性集，且 C D  I ； aV V U ， aV 表示属性 a A 的值域；
f 表示U A V  的一个信息函数，它为每个对象在每个属
性上赋予一个信息值，即 a A  , x U 有 ( , ) af x a V 。如果
D  ，则称信息系统为信息表，否则称为决策表。若存在

一个 x U 有 ( , )f x a 未知(记作 ( , )f x a   )，则称信息系统为
不完备的，否则，称为完备的。

定义1 在不完备信息系统 ( , , , )S U A V f 中，设 P A ，
定义由 P 决定的容差关系 T 为：

( ) ( , ) | , ( , )T P x y U U a P f x a     

( , ) ( , ) ( , )=f y a f x a f y a   

显然容差关系 T 是自反且对称的，但不一定是传递的。
令： ( ) | ,PT x y y U  ( , ) ( )x y T P ，则 ( )PT x 表示在属性集
合 P 下与对象 x满足容差关系 T 的个体对象集合，称 ( )PT x 是
对象 x在属性集合 P 下的容差类，并且U 上所有的容差类

( )PT x 构成U 的一个覆盖，即 ( )PT x UU 。

定义 2 不完备信息系统 ( , , , )S U A V f 中设 Q U ，
P A ，正区域定义为：

 
/ ( )

( ) | ( )P P
Y U IND Q

POS Q x T x Y


 U

如果取 P C ， Q U ，则 ( ) | ( )CPOS D x T x U iD ，
/iD U D 表示决策属性集 D 对 U 的划分，一般令 posU 
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( )CPOS D ， ( )neg CU U POS D  。

对表 1 所示的不完备决策表，根据以上定义容易得到该
决策表的正区域为  1 2 3, ,posU u u u 。

表 1 决策表
Car a1 a2 a3 a4 d

U1 High Low Full Low Good

U2 Low * Full Low Good

U3 * * Compact High Poor

U4 High * Full High Good

U5 * * Full High Excellent

U6 Low High Full * Good

定义 3 给定不完备决策表 ( , , , )S U A V f ，对于 b 
B C ，若  ( ) ( )B B bPOS D POS D ，称 b为 B 中相对于 D 是

不必要的，否则，称 b 为 B 中相对于 D 是必要的；对于
B C ，如果 B 中任意属性相对于 D 都是必要的，称 B 相对
于 D 是独立的。

定义 4 给定不完备决策表 ( , , , )S U A V f ，对于 B C ，
如果 ( ) ( )B CPOS D POS D 且 B 相对于 D 是独立的，则称 B 是
C 相对于 D 的属性约简。
对于表 1，可以计算出

3 4{ , }( ) ( )a a CPOS D POS D ，即  3 4,a a

是其基于正区域的属性约简。

3 相容矩阵及其属性约简的定义
定义 5 在不完备决策表 ( , , , )S U A V f 中，属性 a ( a C )

的二进制相容矩阵为 ( )
posa ij U Um M ，其元素定义如下：

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( )

0

i j i j

i pos i j i

ij j i j i pos

j pos i j j C i

f x a f x a f x a f x a

x U f x D f x D f x a
m f x a f x a f x a x U

x U f x D f x D x T x

     

   

       

    

当 ;

或

者

,

当

否则










由上述定义可以看出， 1ijm  表示 ix 、 jx 可以由条件属

性 a区分，如果两者至少有一个在正区域且决策属性不同；
或者 ix 、 jx 可能由条件属性 a区分，如果两者只有一个在正

区域中，决策属性相同且不满足相容关系。
定义 6 在不完备决策表 ( , , , )S U A V f 中，矩阵 aM 、 bM

分别是属性 a C 、 b C 的二进制相容矩阵，称两矩阵中对
应元素进行或运算为 aM 、 bM 的吸收运算，记为：

 , aa b  M M ( )
posb ij U Um M

其中，  ,a bM 中的
1 1
0 0

a b ij
ij

a b ij

m
m

m
  

M M
M M
、

、

中至少有一个
中的

。

定义7 在不完备决策表 ( , , , )S U A V f 中， P C ，令

iP a M M ， ia P ，称Mp为属性集 P 下的相容矩阵。

那么条件属性 C 中所有单个属性的相容矩阵进行吸收
运算的结果为条件属性集的相容矩阵 CM ，即 C aa C

 M M 。

定义8 在不完备决策表 ( , , , )S U A V f 中， P C ，若

P CM M 且 ',a P P P a    ， ' CP M M ，则称 P 是 C 关于

D 的一个属性约简。
性质1 若 P C 且在 PM 中有 1ijm  ，则在 CM 中 1ijm  。

性质2 若 P C ，则有 | | | |P CM M≤ ( | |PM 表示二进制相
容矩阵 PM 中元素为1的个数)。

这说明条件属性子集的二进制相容矩阵中元素为1的个
数小于等于 CM 中元素为1的个数。

定理1 在不完备决策表 ( , , , )S U A V f 中， P 是 C 的一
个属性约简，那么 | | | |P CM M 。

证明：根据定义 8及其性质直接可证。
定理2 在不完备决策表 ( , , , )S U A V f 中， P C ，若

P CM M ，则 ( ) ( )P CPOS D POS D 。

证明：假设有 ( ) ( )P CPOS D POS D ，则至少存在 i posx U

使得 ( )C iT x 在决策属性 D 上是一致的，且 ( )P iT x 在 D 上是不
一致的。那么一定存在 ( )j P ix T x 使得 ( , ) ( , )i Jf x D f x D ，因

此， ( ) ( )P i C iT x T x ，即一定存在 kc C P  使得 ( , )i kf x c 

( , )j kf x c 。由于 i posx U ，根据定义 5，在相容矩阵
kc

M 中有

1ijm  ，因此在条件属性集的相容矩阵 CM 中有 1ijm  。另一

方面，由于 ( )j P ix T x ， ( , ) ( , )i Jf x D f x D ，根据定义 5，

kp P  在相容矩阵
kp

M 中有 0ijm  ，在相容矩阵 PM 中

0ijm  ，因此 P CM M ，这与条件矛盾，所以，假设不成立。

综上所述，命题成立。
定理3 在不完备决策表 ( , , , )S U A V f 中， P C ，若
( ) ( )P CPOS D POS D ，则 P CM M 。

证明：假设 P CM M ，由 P C ，则在 PM 中一定有
0ijm  ，在 CM 中有 1ijm  。即至少存在一个属性 kc C P  使

kc
M 中有 1ijm  ，而不存在 kp P 使

kp
M 中有 1ijm  。(1)当

j posx U 时，由于
kc

M 中有 1ijm  ，因此有 ( , ) ( , )i k j kf x c f x c ，

( , ) ( , )i jf x D f x D ，因此， ( )j C ix T x 。因为在 P 中不存在属

性 kp 使 ( , ) ( , )i k j kf x p f x p ，所以有 ( )j P ix T x 。又因为

( , ) ( , )i jf x D f x D ，所以 ( )i Px POS D 。然而， ( )i Cx POS D ，

因此， ( ) ( )P CPOS D POS D 。这与条件矛盾，假设不成立。
(2)当 j posx U 时，根据定义 5 可知，

kc
m 中 1ijm  的情况有

2种，分别是：
1) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i j i jf x a f x a f x a f x a    

( ) ( , )i jf x D f x D 

2) ( ( , ) ( , ) ( , )i j if x a f x a f x a    ( , )jf x a 

( , ) ( , ) ( )i j j C if x D f x D x T x   

在情况 1)下，由于 P 中不存在属性 kp 使得 ( , )i kf x p 

( , )J kf x p ，因此 ( )j P ix T x 。又由于 ( , ) ( , )i Jf x D f x D ，因此

( )i Px POS D ，而 ( )i Cx POS D ，因此 ( ) ( )P CPOS D POS D 。
这与条件矛盾，所以假设不成立。在情况 2)下，不存在属性 kp

满足 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i k j k i k j kf x p f x p f x p f x p   ，即 kp P  ，

都有 ( , ) ( , )i k J kf x p f x p  ，则有 ( ) ( )P i P jT x T x ，所以， ix 和

jx 必 同时 属于 ( )PPOS D 或 同时 不属 于 ( )PPOS D 。而

( )i Cx POS D ， j posx U ，即 ( )j Cx POS D ，因此， ( )PPOS D 

( )CPOS D 。这与条件矛盾，所以，假设不成立。

综上所述，命题成立。

4 新二进制相容矩阵的属性约简算法
在新的二进制相容矩阵属性约简中，首先要求出不完备

决策表中的正区域 ( )CPOS D ，然后根据定义 5得到每个条件
属性下的相容矩阵，再进行属性约简。所以，先给出求单个
属性下的相容矩阵算法

算法 1 求属性 a的相容矩阵
输入 不完备决策表 ( , , , )S U A V f
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输出 条件属性 a下的新的二进制相容矩阵  
pos

a ij U U
m


M

Step1 求出不完备决策表 S=(U,A,V,f)中每一个对象的相容类
TC(xi)和正区域 POSC(D)，记 POSC(D)={x’

1,x’
2,… ,x’

n};
Step2 Upos={x’

1,x’
2,…,x’

s},Uneg={x’
s+1,x’

s+2,…,x’
n};

Step3 for(i=1;i<=s；i++)
         for(j=1；j<=s;j++){
           if(f(x’

i,a)≠f(x’
j,a)&& f(x’

i,a)≠*
&& f(x’

j,a)≠*&& f(x’
i,D)≠f(x’

j,D))
               mij=1;

 else mij=0;
}
Step4 for(i=1;i≤s;i++)
        for(j=s+1;j≤n;j++){
        if(f(x’

i,a)≠f(x’
j,a)&&f(x’

i,a)≠*&& f(x’
j,a)≠*&& f(x’

i,D)≠
f(x’

j,D))
              mij=1;
           if(f(x’

i,D)==f(x’
j,D)&& x’

j不属于 TC(x‘
i)){

if(f(x’
i,a)≠f(x’

j,a)||f(x’
i,a)==*|| f(x’

j,a)==*)
mij=1;
}
else  mij=0;
}
Step5 输出 Ma=(mij)Upos×U

算法 2 新二进制相容矩阵的属性约简算法
输入 不完备决策表 ( , , , )S U A V f
输出 属性约简 P

Step1 对条件属性集  1 2, , , mC a a a L 中的任一条件属性调用

算法 1求出相容矩阵，记为
1a

M ,
2a

M ,…,
| |Ca

M ；P   ； 0P M 。

Step2 根据定义 6 得到条件属性集 C 下的二进制相容矩阵

CM 。

Step3 将
1a

M ,
2a

M ,…,
| |Ca

M 与 PM 进行吸收运算分别得到

i ia P a M M M ( 1,2, ,| |i C L )，并统计
ia

M 中 1 的个数，对应

的记为 icount 。
Step4 将 icount 值最大的对应的条件属性 'a 放入 P 中，即

 'P P a  ，
iP aM M ，删除 icount 及其对应的相容矩阵

ia
M 。

Step5 判断 PM 是否等于 CM ，相等，则输出 P ；否则，重复
步骤 3。

在算法 1中，Step1需要比较论域中的任意 2个对象在条
件属性集下是否满足相容关系，所以，时间复杂度为

2(| || | )O C U ；Step3和 Step4进行 Upos与U 中的对象在每个条
件属性下比较，时间复杂度为 (| || || |)posO C U U 。算法 2由于

要调用算法 1 且要在单个条件属性下的相容矩阵之间进行吸
收运算，因此其时间复杂度为：

2 2max( (| || | ), (| | | || |))posO C U O C U U

下面以表 1 为例说明该算法的合理性。首先得到 posU 

 1 2 3, ,u u u ，对  1 2 3 4, , ,C a a a a 中每个条件属性，根据算法 1
计算出二进制相容矩阵如下：

1

0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

0 0 0 0
a

 
   
  

M
2

0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0

0 0 0 0
a

 
   
  

M

3

0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0

0 1 1 1
a

 
   
  

M
4

0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0

0 0 0 0
a

 
   
  

M

0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0

0 1 1 1
C aa C

 
     
  

M M

根据算法 2 的 Step3、Step4 知  4P a ，因为属性 4a 对
应的二进制相容矩阵中 count 值最大，但是 P CM M ，所以
重复 Step3，计算  1P aM 、  2P aM 、  3P aM ，限于篇幅，本

文省略了具体的矩阵。由于

 3

0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0

0 1 1 1
CP a

 
   
  

M M

因此算法结束。所以， 3 4,a a 是其属性约简，显然与基于正
区域的属性约简是一致的。

5 结束语
本文为不完备决策表属性约简提供了一种新的算法。新

算法在时间复杂度上有所提高。同时，如何设计出高效的求
相容类的算法是降低算法时间复杂度的关键，是需要进一步
研究的问题。
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