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摘 要：对一阶变差函数球状模型及其二阶套合结构的参数拟合进行研究，利用粒子群优化(PSO)算法在求解非线性优化问题时收敛的快
速性以及全局寻优的有效性等优势，将待拟合球状模型的参数组合为一个粒子向量，在 PSO 算法迭代过程中对部分粒子进行混合柯西-高
斯变异，实现变差函数球状模型最优参数的自动拟合。仿真实验结果表明，该方法操作简单、可靠性高。
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【Abstract】This paper researches the regression of the first spherical model and its mugget structure of theoretic variogram, and takes advantages
of the Particle Swarm Optimization(PSO) algorithm which has outstanding advantages in solving nonlinear optimization problems for the rapid
convergence and the effectiveness of global optimization. Its combination of the parameters in the spherical model are considered as a vector, during
the interation of PSO algorithm, and mixed Cauchy-Gaussian mutation is carried out on part of the particles. The automtic regression of the spherical
model is achieved. Simulation results show that this method is simple and has high reliability.
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1 概述
在许多领域中，数据不是纯随机变量，其值可以渐变或

突变，且具有明显的结构性特征，应用变差函数可实现同时
描述区域化变量的空间结构性和随机性。变差函数最初用于
地质统计学，是该领域重要的计算基础和基本工具，近年来
它在更多领域表现出较高的优越性，目前已成为图像多尺度检
测中尺度大小的确定和纹理特征提取的一种有效方法[1]。在应
用中，变差函数拟合结果的优劣是影响其求解精度的关键，
然而当前的拟合方法都不能尽如人意。

目前，变差函数拟合的代表性方法有：最小二乘法[2]，
极大似然法 [3]，线性规划法，加权多项式回归法 [4]，遗传算
法等。其中，最小二乘法简单易行，但无法确定待拟合参数
的正负号，不能适应变差函数的复杂多变情况；极大似然法
是目前使用最广泛和最普遍的方法，但是需要求解联立的超
越方程组，有时甚至不能求解最优解；以上 2 种求解方法均
需要问题的梯度信息，且对经验和技能有较高的要求；遗传
算法在求解非线性优化问题时具有全局寻优的特点，无需函
数连续可导等信息，较好实现了变差函数的最优拟合，但该
算法需要调整的参数较多，结构复杂，影响算法执行效率。
粒子群优化(Particle Swarm Optimization, PSO)算法[5]是近年
来提出的一种基于群智能的全局优化算法。它直接用实数编
码、收敛速度快、设置参数少、不要求连续可导等条件，能
有效地解决复杂的非线性优化问题，已在函数优化、组合优
化以及其他一些工程领域得到广泛应用。由于变差函数的最
优拟合实质上是求解最优无偏的过程，因此可将该拟合问题
转化为函数优化问题[6]。鉴于此，本文通过设置合理的适应
值函数，利用改进的 PSO算法实现变差函数参数自动拟合。

2 变差函数原理
2.1 变差函数定义

在相距为 h的 2个空间点 x和 x+h的参数值 Z(x)和 Z(x+h)
之间的方差称为变差函数，其数学表达式为：
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其中，h为滞后距，即 xj和 xj+h 2点之间的距离；Z(x)、Z(x+h)
分别为 xj 和 xj+h 点的实测值(单位与研究的区域化变量相
同)；N(h)为相距 h的数据对数；γ*(h)为计算的变差函数值。
2.2 变差函数理论模型

变差函数理论模型有球状模型、指数模型、高斯模型、
幂函数模型、对数模型等，其中，球状模型的应用最广泛。

若变差函数在原点附近的小范围内表现出线性行为，在
大距离时变得较缓，用一阶球状模型拟合可得到理想结果，
其数学表达式为：
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其中，C0为块金效应值，它是基于滞后尺度下的变异性大小
的标志，表征小于观测点最小间距的所有微观变化的总和；
C0+C为基台值，它表征研究区内变异性大小的极限值；a为
变程，它表征区域化变量在其邻域内的影响半径或最大影响
距离。

一阶变差函数球状模型参数的拟合是在满足 0 0C ，≥

0 0C a ， 的条件下，求出模型中的参数 C0、C、a，使拟合
的曲线为最优。

对于变差函数曲线前端很陡、后端较缓这类变异性很大
的空间变量，需要采用多个模型进行套合才能取得理想的拟
合结果，其中，套合结构大多采用二阶球状模型，其数学表
达式为：
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其中，0<a1<a2，其余参数含义同一阶球状模型。

二阶套合球状模型参数拟合的具体过程为：在曲线转折
点 a1、a2处把全部已知数据分成(0, a1]、(a1, a2]这 2个部分，
前区(0, a1]的数据用来拟合第 1段球状模型，后区(a1, a2]的数
据用来拟合第 2 段球状模型，其中，转折处的分界点既作为
前区最后一个数据点，也作为后区的第 1个数据点。

3 PSO算法原理及其改进
3.1 基本 PSO算法

PSO 算法通过群体中个体(潜在解)之间的协作、信息共
享以及迭代寻找最优解。

在基本 PSO 算法中，本文分别用 T
1 2( , , , )i i i iDx x xX L 和

T
1 2( , , , )i i i iDv v vV L 表示粒子 i的位置向量和速度向量，其中，

D 是粒子的维数。 T
1 2( , , , )i i i iDP P PP L 表示粒子 i 到目前为止

的最好位置向量值； T
1 2( , , , )g g g gDP P PP L 表示整个群体搜索

到的最好位置向量值。粒子 i 按式(4)和式(5)更新速度和位
置，即：
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其中，k为当前进化代数； 1 2() ()rand rand、 为均匀分布于(0,1)

区间的随机数； 1 2c c、 为学习因子，取 1 2 2c c  ； iV 是粒子
的速度向量，其最大取值为常量 Vmax，决定当前位置与最好
位置之间区域的精度； w为惯性权重，是调整算法全局搜索
能力和局部搜索能力的平衡因子，较大的 w有利于跳出局部
极小点，较小的 w有利于算法收敛。随着迭代的进行，由最
大的 maxw 线性减小到 minw ，即：

max max min( ) / maxw w w w iter iter     (6)

其中，iter为当前迭代次数；max iter 为总迭代次数；本文算
法取 max min0.6 0.1w w 、 。

3.2 改进的 PSO算法
大量研究表明，标准 PSO算法易于陷入局部最优和后期

收敛速度减缓等缺点，因此，本文提出一种有效的改进方法。
当进行 10 代 PSO 算法迭代后，随机选取粒子总数的 20%进
行混合柯西-高斯变异，若变异后粒子的适应值较变异前更

优，则把当前适应值作为该粒子的适应值，以增加粒子的多
样性，从而避免陷入局部最优。该混合的变异算子可自适应
地调节步长，不仅能避免不同变异之间进行切换，而且使得
算法能以更高概率向较优的迭代方向进行。具体变异过程
如下：在每次变异中，最先采用柯西变异，保证较大的变异
步长，若变异后得到的变量不在定义域内，则进行高斯变异；
若变异后得到的变量不在定义域内，则将变量值设为上限或
下限。高斯和柯西变异分别如下：
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其中， k
dx 和

1k
dx
 分别表示第 d个决策变量在变异前和变异后

的值； (0,1)dN 表示均值为 0、标准差为 1的高斯随机数； d

表示柯西随机数。
3.3 算法具体实现

将待拟合的参数组合看作一个粒子，代表一个最优候选
解；将待拟合参数的个数定义为粒子的维数。本文适应值函
数确定如下：
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在一阶球状模型中，粒子 i的适应值函数为：
* 2

1

3
* 2

0 3
1

* 2
0

1

[ ( )] 0

3 1( ) [ [ ] ( )] 0
2 2

[ ( )]

N

j
j

N j j
j

j

N

j
j

h h

h h
F i C C h h a

a a

C C h h a













 


      



  


≤

(10)

在二阶套合球状模型中，粒子 i的适应值函数为：
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其中，F(i)为粒子 i的适应值函数；hi,j为粒子 i的第 j个滞后
距；γ(hi,j)为粒子 i 第 j 个一阶或二阶理论球状模型对应变差
函数值；γ*(hi,j)为粒子 i第 j个滞后距根据式(1)计算得到的变
差函数值。
3.4 改进的 PSO算法的拟合过程

变差函数参数最优拟合的具体迭代步骤如下：
Step1 确定算法参数，设当前迭代次数为 k=0，其中，

变量初始值为对应参数定义域内服从均匀分布的随机数，种
群规模为 N=30。

Step2 根据式 (10)或式 (11)计算所有粒子的适应度值
F(i)，设定各个个体最优位置向量 pi和全局最优位置向量 pg。

Step3 分别根据式(4)和式(5)，更新粒子的速度和位置，
其中，惯性权重按式(6)运算。每个粒子将适应值与其经历过
的最好位置 pi进行比较，如果较好，则将其作为当前的最好
位置，更新 pi；每个粒子将其适应值与全局所经历的最好位
置 pg进行比较，如果较好，则将当前值设为该群体的最好位置，
更新 pg。
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Step4 如果当前迭代次数 k是 10的倍数，即 mod(t, 10)=
0，则随机选择总粒子数的 20%按式(7)和式(8)进行混合柯西-
高斯变异，并按上文所述变异过程更新相应适应值。

Step5 如果迭代拟合过程满足终止条件(最大迭代次数)，
则输出最优解及最优目标函数值；否则，转向 Step2。

4 算例仿真及分析
本算例参考文献[7]中某矿钻孔中 V2O5 品位的变差函数

值，见表 1。
表 1  V2O5品位的实验变差及理论变差函数值

hj Nj γ*(hj) γ(hj)1 γ(hj)2

0.5 19 0.73 0.920 757 270 0.743 723 75
1.0 18 1.16 1.135 166 200 1.124 520 20
1.5 18 1.44 1.344 143 570 1.448 105 17
2.0 17 1.65 1.544 973 580 1.685 872 93
2.5 17 1.79 1.734 940 430 1.824 571 23
3.0 16 2.00 1.911 328 370 1.942 642 44
3.5 15 2.07 2.071 421 580 2.054 860 94
4.0 15 2.18 2.212 504 300 2.160 251 24
4.5 14 2.25 2.331 860 730 2.257 837 91
5.0 14 2.30 2.426 775 090 2.346 645 49
5.5 13 2.44 2.494 531 590 2.425 698 52
6.0 13 2.53 2.532 414 440 2.494 022 15
6.5 12 2.51 2.539 733 290 2.550 639 12
7.0 12 2.59 2.539 733 290 2.594 575 78
7.5 11 2.64 2.539 733 292 2.624 856 08

在表 1中，hj和 γ*(hj)的数量级相同；γ(hj)1是一阶球状模
型的理论变差函数值；γ(hj)2是二阶套合球状模型的理论变差函
数值。

采用改进的 PSO算法，分别用一阶球状模型和二阶套合
球状模型进行参数最优拟合。为比较算法的性能和减少偶然
性的影响，独立运行本文算法 50次。

当选用一阶球状模型时，粒子群维数为 D=3；待拟合参
数的取值范围分别为：C0=[0, 5]，C=[0, 10]，a=[5, 10]。求得
当模型参数分别为 C0=0.294、C=5.377、a=6.40时，取得函数
最优平均适应值为 2.31。由表 1 中的理论变差函数值 γ(hj)1

和图 1 中的变差函数拟合曲线可得，该方法取得了较理想的
拟合结果。

图 1 变差函数的球状模型参数最优化拟合

当选用二阶套合球状模型时，粒子群维数为 D=5；待拟
合参数取值范围分别为：C0=[0, 3]，C1=[0, 3]，C2=[0, 3]，a1=
(0, 5]，a2=(0, 10]。由表 1 中的理论变差函数值 γ(hj)2和图 1
中的变差函数拟合曲线可知，二阶套合球状模型取得了更理

想的拟合结果。
表 2 列出了当选用二阶套合球状模型时，各参数随迭代

次数的变化。其中，最大允许误差是 0.02，即若所得函数适
应值小于 0.02，认为寻优成功。由表 2 可以看出，随着总迭
代次数的增加，该算法的成功率增加，即可靠性提高。当该
算法总迭代次数增加至 1 000代时成功率达到 1，从而保证了
本文方法的可靠性。

表 2 二阶套合球状模型最优值随迭代次数的变化

迭代次数
平均
最优值

成功率 C0 C1 C2 a1 a2

100 0.340 0.4 0.160 0.805 1.524 2.799 9.834
300 0.270 0.6 0.325 0.818 1.483 2.158 8.008
600 0.012 0.8 0.361 0.804 1.458 2.279 8.176

1 000 0.010 1.0 0.341 0.891 1.426 2.392 8.577

为了进一步对比不同拟合方法与实际数据之间的吻合程
度，本文引入相似度的概念：

{[ ( )] [ ( ) ( ( ))]}/ [( ( )) ^ 2]
[( ( ) ( ( ))) ^ 2]

r E h E h h E h sqrt h E h
sqrt h E h

 
 

     
 (12)

其中，r 为相似度，取值范围为 0≤r≤1，r 越大，表明相关
性越强，拟合程度越好；E( )表示求取期望值。

由式(12)计算可得，本文一阶球状模型拟合时的相似度
为 r=0.880 3，本文二阶套合球状模型拟合时的相似度为
r=0.998 7，利用线性规划法[8]，采用二阶套合球状模型拟合
时的相似度为 r=0.978 8。由此可知，本文方法取得了更精确
的拟合结果。另外，本文直接利用改进的 PSO算法即可实现
精确寻优，不需要拟合后期手工调整参数，实现了参数寻优
的自动化。

5 结束语
本文充分利用 PSO 算法在解决非线性优化问题时的优

势，实现变差函数球状模型参数最优的自动拟合，克服了当
前常用拟合方法需要研究者过多参与和方法通用性不强的
缺点。
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