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摘摘摘摘  要要要要：：：：为解决保密通信中信息解密的混沌同步问题，提出一种混沌同步的线性反馈控制方法。证明混沌保密通信中混沌系统的最终有界  
性，将该混沌系统的界应用到混沌同步中，用线性反馈控制实现 2个混沌系统的完全同步。计算机模拟实验结果验证了该方法的有效性。 
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1  概述概述概述概述 

经过近几十年的发展，混沌控制与同步及应用研究获得
了突破性的进展，目前国内外已经提出了许多不同的控制混
沌的方法，如 OGY 方法、偶然正比反馈技术 (Occasional 
Proportional Feedback, OPF)、自适应控制、线性反馈控制、
自适应反馈控制等方法。本文提出一种混沌同步的线性反馈
控制方法，对线性反馈控制在保密通信中的应用展开研究。 

2  背景介绍背景介绍背景介绍背景介绍 

近年来竞争最激烈的应用研究是将混沌同步用于保密通
信中。已经发现，当秘密通信的双方都有完全相同的混沌电
路时，在特定的条件下可以实现秘密信号从发射机的编码到
接收机的解码的全过程信息解密，即达到了 2 个系统的混沌
同步。这里 2 个系统的同步，是指一个系统的轨道将完全收
敛于另一个系统轨道的同一值，它们之间将始终保持步调一
致，并且这种步调是结构稳定的。为此，Pceora和 Carroll研
制了一种能产生混沌的非线性电路，并可以分成一个稳定的
子系统及一个不稳定的子系统，然后，把具有负的 Lyapunov

指数的稳定部分复制成一个响应系统，而原系统称为驱动系
统，这样响应系统是稳定的而且是驱动系统的复制品，其轨
道就不受初始条件微小波动的影响，而将与驱动系统收敛于
同一轨道。这样将非线性映射所产生的混沌序列作为载波，
把有用的信号作为调制信号并合在混沌信号中发射出去；在
接收端，利用混沌序列的发生规则从接收信号提取混沌载波，
再经过简单的信号处理恢复有用的信号。 

混沌控制和同步在保密通信、信息处理 [1]、生物医学等
方面，都具有巨大的应用潜力和发展前景，目前已经提出了
许多实现混沌控制和同步的一些可能应用方案，主要是通过
电子线路、激光系统、神经网络和计算机系统来实现。同时，
由于超混沌比混沌在上述应用中更具优越性，因此人们正在

不断探索超混沌控制和同步的有效方法。 
混沌系统的最终界在混沌系统的控制和同步中有着广泛

的用途[2]。Lü系统是一个重要的混沌系统，是 Lorenz系统和
Chen 系统连接的重要一个纽带 [3]，这个系统已被广泛研   
究[4-9]。Lü系统关于 x和 z的一个不等式[3-10]如下： 

21
lim 0

2at
z x

→+∞

 >  
≥                             (1) 

当 36, 3, 20a b c= = = 时，式(1)存在典型的吸引子[3]。 
一个新的超混沌系统为[11]： 

( )x a y x

y cx xz w

z xy bz

w dx

= −


= − +


= −
 = −

&

&

&

&

                               (2) 

其中，a, b, c, d是系统正的参数，当 35, 3, 35, 8a b c d= = = =

时，初值为(10, 11, 12, 13)，系统的李亚普指数 1 0.2788,LE =   

2 3 40.147 0, 0, 38.429LE LE LE=   =  = − ，因为，此时系统有 2个
正的李亚普指数。此时系统是一个超混沌系统[11]。 

另一个新的超混沌系统为[12]： 
( )x a y x

y bx xz w

z dxy cz

w rx

= −


= − +


= −
 = −

&

&

&

&

                               (3) 

其中，a, b, c, d, r是系统的正的参数，当 10, 45, 25,a b c=  =  =   
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4, 5d r=  = 时，系统的李亚普指数 1 20.858 9, 0.106 8,LE LE=   =   

3 40, 13.462 5LE LE =  = −  ，此时系统是一个超混沌系统[12]。 
一个新的三维系统如下： 

( )x a y x

y abx axz

z cz xy

= −


= −
 = − +

&

&

&

                                (4) 

当 a=5, b=4, c=2时，系统存在一个典型的混沌吸引子。 
这几个系统的的一些混沌行为，电路实现和自适应反同

步问题已经研究过 [3-12]，但是是否有一个系统混沌吸引子存
在的全局吸引域，即当时间 t → ∞时系统的所有轨线被吸引
到该吸引域，这个问题还没有研究过，本文将对这个问题进
行研究。 

3  系统的最终有界系统的最终有界系统的最终有界系统的最终有界性证明性证明性证明性证明 

定理定理定理定理 1 对于式(2)，当系统参数满足 20, 0,0a b d a> > < <

时，该系统所有的轨道包括超混沌轨道被吸引到一个有界的
区域。 

证明：构造下列的李雅普函数： 

( ) ( )
( )2 22

22

2 2

1
, , ,

2

a d ww
V x y z w x y z a c

a a d

 −  = − + + − − + 
   

 

沿着系统(2)的轨线对时间求导可得： 

( ) ( )

( )

2
2 2

2

222
2

, , ,

2 4

a d
V x y z w x bz b a c z

a

a c ba d a c
x b z

a

−
= − − + + =

+− +                          − − − + 
 

&

 

所有存在一个充分大的常数 0 0d > ，使对于所有满足

( )2 1, , ,V x y z w d= 的 ( ), , ,x y z w (这里 1 0d d> )，有： 

( )222
2

2 4

a c ba d a c
x b z

a

+− + + − > 
 

 

因 此 ， 在 表 面 ( ) ( ){ }2 1, , , , , ,x y z w V x y z w d= 上 ， 有

( )2 , , , 0V x y z w <& ，表示集合 ( ) ( ){ }1 2 1, , , , , ,x y z w V x y z w dΩ = ≤ 是

式 (2)的所有解的一个吸引域。因此，当系统参数满足
20, 0,0a b d a> > < < 时，式(2)的所有轨道最终有界。 

评注：由式 (2)的最终界和有 2 个正的李亚普指数

1 20.2788, 0.147 0LE LE=   =  。参数估计 20, 0,0a b d a> > < < 在
混沌吸引子的范围之内，因此，式(2)确实存在一个混沌吸引
子的吸引域，当时间 t → ∞时，式(2)的所有轨线被吸引到该
吸引域。式(2)对于参数 35, 3, 35, 8a b c d= = = = 确实存在一个
超混沌吸引子，初值为 ( )10,11,12,13 时，系统存在一个典型的
混沌吸引子[11]。 

定理定理定理定理 2 对于式(3)，当系统参数满足 0, 0, 0, 0,a b c d>  >  >  >  

2

0
a

r
d

< < 时，该系统所有的轨道包括超混沌轨道被吸引到一

个有界的区域。 
证明：构造下列的李雅普函数： 

( )
( )2 22 2

2

3 2

1
, , ,

2

d a dr wdw a bd
V x y z w x dy z

a d a r

 −+    = − + + − +   
     

沿着式(3)的轨线对时间求导可得： 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

3

2 22

2

2

, , ,

2 4

a dr c a bd
V x y z w x cz z

a d

a dr c a bda bd
x c z

a d d

− +
= − − + =

− ++                          − − − + 
 

&

 

可以证明存在一个充分大的 3 0d > ，使得集合： 

( ) ( ){ }3 3 3, , , , , ,x y z w V x y z w dΩ = ≤  

是式(3)的所有轨线的一个吸引域。因此，当系统参数满足
2

, 0, 0, 0, 0
a

a b c d r
d

> > > > < < 时，式 (3)的所有轨道最终 

有界。 
从式(3)的最终界和有 2 个正的李亚普指数 1 0.8589,LE =   

2 0.1068LE =  可知，式 (3)对于系统参数 10, 45, 25,a b c= = =  

4, 5d r= = 确实存在一个超混沌吸引子，系统存在一个典型的
混 沌 吸 引 子 [12] 。 同 时 ， 参 数 估 计 0, 0, 0,a b c> > >  

20,0 /d r a d> < < 在混沌吸引子的范围之内，因此，式(3)确
实存在一个混沌吸引子的吸引域，即当时间 t → ∞ 时系统  
式(3)的所有轨线被吸引到该吸引域。 

引理引理引理引理 当式(4)的参数满足 2 0a c >≥ ，式(4)有下列两维抛
物式最终界估计：  

21
lim 0

2t
z x

a→+∞

 −  
≥                              (5) 

证明:定义李雅普函数 ( ) 21
, ,

2
V x y z x z

a
= − ，沿着式(4)的

轨线对时间求导得： 
1

2
2

V xx z
a

= × −& & & 2x cz= − +  

因此， 
21

2

c
V cV x

a

 + = − 
 

&  

当 2 0a c >≥ 时，有 0V cV+& ≤ 。对任何初值 ( )0 0V t V= ，
根据微分方程比较定理有： 

( ) ( ) ( )0

0 0
c t t

V t V e t
− − → → +∞≤  

因此， 

( ) 21
lim lim 0

2t t
V t x z

a→+∞ →+∞

 = −  
≤ , 2 0a c >≥  

证毕。 
定理定理定理定理 3 当系统(4)参数满足 2 0a c >≥ , 0b > 时，式(4)有

下列最终有界集： 

( ) ( ) ( ){ }2 22, ,x y z mx y nx a z RΩ τ= + − + − ≤          (6) 

其中， 

0,m >  1 0
2

c
n

a
> >≥ , 

2ma an ab an

a
τ

+ + +
=  

( )2 2l am n an ab= + + , 2anβ = , ( )2 2a c anγ = −   

( )
2 2 2 2

2 2, ,
ac a c

x y z lx y z
τ τ

Γ β γ
γ γ

   
= + + − =  

   
 

( )
( ) ( ){ }2 22

, ,
max
x y z

R mx y nx a z
Γ

τ
∈

= + − + −  

证明: 定义李雅普函数： 

( ) ( )2 22V mx y nx a z τ= + − + −  

沿着式(4)的轨线对V 求导得： 
( )( ) ( )2 2 2V mxx y nx y nx a z zτ= + − − + −& & & & &= 

( )
( )

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

am an nab x any acz ac z

am an ab an a xy anx z

τ

τ

      − + + − − + +

      + + + − +
 

由引理，有： 

( ) ( )

( )

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

V am an nab x any a c an z acz

am an nab x any

τ− + + − − − + =

       − + + − −

&≤
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( )
( ) ( )

2
2 2

2 2 2 2
2 2

2 2
2 2 2 2

c a c
a c an z

c an c an

ac a c
lx y z

τ τ

τ τ
β γ

γ γ

 
       − − + =  − − 

 
       − − − − + 

 

 

在 Γ 外部，即当： 

( )

( )
( ) ( )

2 2 2

2
2 2

2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

am an nab x any

c ac
a c an z

c an c an

τ τ

+ + + +

 
             − − >  − − 

 

等价于： 
2 2 2 2

2 2 ac a c
lx y z

τ τ
β γ

γ γ
 

+ + − > 
 

 

有 0V <& ，在 Γ 内部有 0V >& ，因此，函数V 的最大值只能在
Γ 面上取得。 
容易证得此时式(6)是式(4)的最终有界集。 
评注：对于式 (4)的参数 a=5, b=4, c=2，参数估计

2 0a c >≥ ， 0b >  在该系统的混沌吸引子范围之内，因此，
式 (4)的最终界得到完美解决。下一步就是要确定函数

( ) ( )2 22V mx y nx a z τ= + − + − 在三维曲面： 

( )
2 2 2 2

2 2, ,
ac a c

x y z lx y z
τ τ

Γ β γ
γ γ

   
= + + − =  

   
 

上的最大值。 

4  有界性在的同步中的应用有界性在的同步中的应用有界性在的同步中的应用有界性在的同步中的应用 

让式(4)的系统为驱动系统，响应系统如下： 

( )
( )

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

x a y x

y abx ax z k y y

z cz x y

= −


= − − −
 = − +

&

&

&

                      (7) 

其中， 0k > 为控制系数，从定理 3可以知道，变量 x, y, z均
有界。不妨设 1,x M≤ 2 ,y M≤  3z M≤ ，则有下列定理： 

定理定理定理定理 4 当 ( ) ( )2 2

3 3

2

2

max ,
4 4

a b M ac b M
k

c M

ρ ρ

ρ ρ

 + + + + 
>  

−  
时，

响应系统(式(7))能和驱动系统(式(4))达到完全同步。 
证明：令向量误差为 1 1 2 1 3 1, ,e x x e y y e z z= −  = −  = − ，则误

差系统为： 
( )1 2 1

2 1 3 1 1 3 2

3 3 1 2 2 1

e a e e

e abe axe aze ae e ke

e ce e e xe ye

= −


= − − − −
 = − + + +

&

&

&

                 (8) 

取李雅普函数 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, ,V e e e e e aeρ= + + ，这里
2

2

4

M

c
ρ > 为

实数。沿着式(8)的轨线求导可得： 

( ) 2 2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3

2 2

1 2 1 3 1 2

2

3 3 1 2 2 1 3

T

1
, ,

2

( )

( )

V e e e e e e e ae e a e ke ace

ab a az e e aye e a e ke

ace ab a aM e e aM e e

ρ ρ

ρ ρ

ρ

= + + = − − − +

                          + − + − − −

                          + + + + =

                          − E PE

& & & &

≤  

其中， ( )T1 2 3, ,e e e=E ； 

( )

( )

3 2

3

2

2 2

0
2

0
2

a b M aM
a

a b M
k

aM
ac

ρ
ρ

ρ

+ + 
− − 

 
 + +

= − 
 
 

− 
 

P  

经过简单计算可知，当： 

( ) ( )2 2

3 3

2

2

max ,
4 4

a b M ac b M
k

c M

ρ ρ

ρ ρ

 + + + + 
>  

−  
 

时，矩阵 P 为正定矩阵，从而误差系统(式(8))的原点是渐进
稳定的，即响应系统(式(7))能和驱动系统(式(4))达到完全同
步。证毕。 

5  数值模拟数值模拟数值模拟数值模拟 

利用计算机仿真来验证控制器的有效性。取系统参数
a=5, b=4, c=2，式(4)和式(7)的初值分别为(25, −2, 18)和(0, 0, 
0)。取控制系数 k=15 时，在线性反馈控制下，式(4)和式(7)
的同步曲线如图 1所示，其中，e(x)=x1−x；e(y)=y1−y；e(z)=z1−z。 

 
(a)e(x)随时间演化的曲线 

5 10 15
-50

 50

  0

时间/s
  0

 
(b)e(y)随时间演化的曲线 

 
(c)e(z)随时间演化的曲线 

图图图图 1  线性反馈控制下线性反馈控制下线性反馈控制下线性反馈控制下 2个系统的同步个系统的同步个系统的同步个系统的同步曲线曲线曲线曲线 

从图 1可以看出，在线性反馈控制下，式(4)和式(7)经过
很短的时间达到了完全同步，验证了线性控制器的有效性。 

6  结束语结束语结束语结束语 

本文提出了混沌同步的线性反馈控制，数值模拟实验证
明了该方法的有效性。以该方法设计的控制器简单易于操作，
在保密通信中具有一定的实用价值。同时，该方法也适用于
其他混沌系统的同步，具有较好的应用前景。 
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