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摘摘摘摘  要要要要：：：：针对传统粗集理论中属性赋权不一致，甚至相悖的问题，把 2个概率分布的相对熵扩展到任意 2个单维向量的相对熵，并将相对
熵视作一种距离。通过定义属性重要度的代数观和粒度观确定优化权重的取值范围，根据各方案的属性值尽可能靠近理想值、远离负理想
值的原理，建立单目标赋权优化模型。针对等价关系的局限性，将优势关系引入属性权重确定方法中。基于优势关系的序信息系统，将代
数观下和粒度观下的权重通过相对熵优化模型进行耦合，得到多属性决策中属性权重的优化解。算例分析结果证明了该模型的有效性。 
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【【【【Abstract】】】】Aiming at the difference and antinomy of the weighting in the rough set, the relative entropy of two probability distributions is extended 

to the relative entropy of two one-dimension vectors. The relative entropy is viewed as a distance measurement. The values range of optimal weights 

are determined by determinations of attribute importance in algebra view and knowledge granularity view respectively, and a single objective 

optimization model is established on the grounds that attribute values of alternatives are far away from negative ideal values and as close as to ideal 

values. On the other hand, since the limitation of equivalence relations, dominance relations are introduced to the method of determining the attribute 

weights. The weights in algebra view and knowledge granularity view are carried on the organic integration by the relative entropy optimization 

model based on dominance relations, in order to obtain optimal solution of the attributes in Multiple Attribute Decision Making(MADM). The 

analysis result indicates the validity and efficiency of the model. 
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1  概述概述概述概述 

粗糙集理论 [1]是一种新型软计算工具。由该理论知，知
识库中描述知识的属性不是同等重要的，甚至有些是冗余的。
所谓属性依赖度，就是从条件属性集中删除某属性，然后考
察没有该属性的情况下决策的分类发生的变化的度量。经典
粗糙集理论是基于等价关系建立的，但等价关系的应用领域
极其有限。要定义论域上的等价关系，属性值必须是离散的，
但在实际问题中属性值大多是连续的，其中部分具有偏序关
系。利用经典粗糙集方法处理这类信息系统时，需先将其离
散化[2]，导致信息丢失。于是人们将等价关系放宽为相容关
系、相似关系[3]等。文献[4]提出了基于优势关系的粗糙集研
究方法(DRSA)，利用优势关系建立序信息系统有助于处理连
续属性和偏序关系的问题。 

在综合评判和决策分析中，权重是各指标在评估决策中
所起的作用大小的度量，它直接影响综合评估和决策的最终
结果。粗糙集理论出现后，有些学者提出了根据该理论中属
性重要性的概念来确定属性(指标)权重。但粗糙集理论中属
性重要性的几个定义不具备一致性，进而得到的属性权重也
不具有一致性，有时甚至是相悖的。由属性依赖度与知识粒
度的相关性质知，这 2 种定义确定的权重具有互补的特性：
序信息系统中属性依赖度随着分辨能力的增强(属性集中属

性增加)而单调增，知识的粒度随着分辨能力的增强而单调 

减[5]。相对熵用来度量 2 个概率分布的符合程度[6]，本文将
两组权重看作概率分布，根据相对熵的定义建立优化模型，
得到权重的优化解。 

2  概念准备概念准备概念准备概念准备 

在 Pawlak 近似空间意义下的信息系统是基于等价关系
(二元不可区分关系)的，若对每个属性值域都有按递增或递
减的一个偏序关系，这时就需建立基于优势关系的信息系统，
即序信息系统。 

定义定义定义定义 1(序信息系统) 在一个信息系统中，如果在某个属
性值域上建立一个偏序关系，称这个属性为一个准则。当所
有的属性都为准则时，该信息系统称为序信息系统[1]。 

设在信息系统 ( , , , )S U A V f= 中属性 u是一个准则，并且
在 u的值域上建立的偏序关系是“ u≥ ”。于是对于对象 x、y ，
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说 x u≥ y 表示 x至少和 y 关于准则 u是一样好的，或者说 x

优于 y 。 

不失一般性，取属性的值域为实数，定义关系“ u≥ ”为：
x u≥ y ⇔ ( , ) ( , )f x u f y u≥ 。 

于是对于属性集 B A⊆ ， Bx y≥ 是指 x关于属性集 B 中
的所有准则都优于 y 。 

定定定定义义义义 2(优势关系) 设 ( , , , )S U A V f= 为序信息系统，对于
B A⊆ ，令 {( , ) ( ) ( ), }B mm m

x y U U x y Bf f aR = ∈ × ∀ ∈≥ ，则 BR

称为序信息系统 ( , , , )S U A V f=    的优势关系[1]。若记： 

{ ( , ) }[ ]

{( , ) } ( ) ( ), }

Bj i jB

mm m

i Ux x x Rx

x y U U x y Bf f a

= ∈ ∈ =

           ∈ × ∀ ∈≥
 

{ }[ ]B iBiU UxR x= ∈  

则称 [ ]Bix 为对象 ix 的优势类； BU R 为对象集关于属性集 B

的一个分类。  

定义定义定义定义 3(上近似、下近似) 对于任意 X U⊆ ，定义 X 关于
优势关系 BR 的下近似和上近似分别为[1]： 

( ) { }[ ]B i BiX U XxR x= ∈ ⊆  

( ) { }[ ]B i BiX U XxR x= ∈ ≠ ∅I  

同样地，优势关系下的正域定义为： 

( ) ( ) { }[ ]BB i BiX X U XPos xR x= = ∈ ⊆  

表示根据知识 B 判断肯定属于 X 的U 中的元素组成的集合。 

3        序信息系统下序信息系统下序信息系统下序信息系统下代数观和代数观和代数观和代数观和粒度粒度粒度粒度观的属性观的属性观的属性观的属性权重权重权重权重    
3.1  基于代数观的属性权重基于代数观的属性权重基于代数观的属性权重基于代数观的属性权重 

定义定义定义定义 4 令 P 和 Q为U 中的优势关系， Q的 P 正域记为
( )P QPos ，即： 

( )P
X U Q

Q PXPos
⊆

= U                             (1) 

Q 和 P 的依赖度定义为
( )

( )
P

P

QPos
Q

U
γ = ，其中，

0 ( ) 1
P
Qγ≤ ≤ 。 

随着 P 分辨能力的增强，Q的 P 正域的基数增大，由依
赖 度 的 定 义 可 得 ， 若 , 'P P A⊆ 且 'P P⊆ ， 则 有 ：

'( ) ( )PP Q QPos Pos≤ 。即属性依赖度随着分辨能力的增强(属
性集中属性增加)而单调增大。 

定义定义定义定义 5(优势关系下属性重要性的代数观) 设 ( , , , )S U A V f=     

为序信息系统， A C D= U ，且 C D = ∅I ，C和 D 分别为条
件属性集和决策属性集，属性子集 ' CC ⊆ 关于 D 的重要性定
义为： 

'
'( ) ( ) ( )

D C C C
D DCη γ γ −= −                         (2) 

特别地，当 ' { }aC = 时，属性 a C∈ 关于 D 的重要性为：

{ }
( ) ( ) ( )

D C C a
a D Dη γ γ −= − 。 

在 序 信 息 系 统 ( , , , )S U A V f= 中 ， 设 条 件 属 性 集

1 2{ , , , }mC a a a= L ，则属性 ja 的权重为： 

1

( )

( )

jD
j m

jD
j

a

a

η
α

η
=

=
∑

 

其中， 0 1jα≤ ≤ ；
1

1
m

j
j

α
=

=∑ 。 

3.2  基于粒度观的属性权重基于粒度观的属性权重基于粒度观的属性权重基于粒度观的属性权重 

定义定义定义定义 6(序信息系统中知识的粒度) 设 ( , , , )S U A V f=    为
序信息系统，且 B A⊆ ，则知识 B 的粒度定义为[5]： 

2
1

1
( ) [ ]

U

B
i

iGK B x
U =

= ∑                            (3) 

由文献 [5]可知，在序信息系统 ( , , , )S U A V f=    中，若
,P Q A ⊆ 且 Q P⊆ ，则有： ( ) ( )GK P GK Q≤ 。由此可知，优
势关系下的序信息系统中知识的粒度随着分辨能力的增强而
单调减小。 

定义定义定义定义 7(优势关系下的属性重要性的粒度观 )设 S =  

( , , , )U A V f    为序信息系统， A C D= U ，且 C D = ∅I ，C和
D 分别为条件属性集和决策属性集，属性子集 B C⊂ ，则对
任意属性 a C B∈ − 的重要性 ( , , )Sig a B D 定义为： 

( , , ) ( ) ( { })Sig a B D GK B GK B a= − U                 (4) 

在序信息系统 ( , , , )S U A V f=    中，设条件属性集 C =  

1 2{ , , , }ma a a   L ，则属性 ja 的权重为： 

1

( , { }, )

( , { }, )

j j

j m

j j
j

Sig C Da a

Sig C Da a

β

=

−
=

−∑
 

其中， 0 1
jβ≤ ≤ ，

1

1
m

j
j

β
=

=∑ 。 

根据优势关系下属性重要性的代数定义和粒度定义，得
到 2 种属性权重的定义，而这 2 种定义具有一定的互补性：
属性依赖度随着分辨能力的增强(条件属性集中属性增加)而
单调增增大，知识的粒度随着分辨能力的增强而单调减小。
为综合考虑 2 种定义的特征，确定权重的优化解，本文建立
一种相对熵属性赋权优化模型。 

4  属性属性属性属性赋权赋权赋权赋权相对熵相对熵相对熵相对熵优化模型优化模型优化模型优化模型 

相对熵是 2 个随机分布之间的距离的度量[6]，也称为交
叉熵或 Kullback-Leibler距离。 

定义定义定义定义 8离散概率分布 ( )p x 和 ( )q x 之间的相对熵定义为[6]： 
( ) ( )

( // ) ( ) ln ln
( ) ( )

P

p x p X
D p q p x E

q x q X
= =∑  

当且仅当 p q= 时， ( // ) 0D p q = 。规定 0
0ln 0

q
= 和

ln
0

p
p = ∞ (基于连续性假设)，且相对熵满足非负性要求。 

由定义 8可见， ( // ) ( // )D p q D q p≠ ，即相对熵不对称，
因此，它不是真正的距离度量，但将相对熵视作分布间的“距
离”往往很有用。 

类似定义两向量之间的相对熵： 

定义定义定义定义 9 同维向量 1 2{ , , , }lα α α= Lαααα 和
1 2

{ , , , }
lβ β β= Lββββ 的

相对熵定义为： 

( // )D α βα βα βα β
1

ln
l

i
i

i
i

α
α

β=
= ∑  

当且仅当 i iβα = ( 1,2, ,i l= L )时， ( // ) 0D =α βα βα βα β 。并且规

定 0
0ln 0

iβ
= 和 ln

0

i
i

α
α = ∞。由于

1

l

i
i

α
=
∑ 和

1

l

i
i

β
=
∑ 不一定满足值为

1，即 1 2{ , , , }lα α α= Lαααα 和
1 2

{ , , , }
lβ β β= Lββββ 可能不能视为概率

分布，此时相对熵不满足非负性。为满足非负性要求，笔者
加一个序条件： i iβα ≥ ( 1,2, ,i l= L )，由定义 9 可知，只要
满足 i iβα ≥ ( 1,2, ,i l= L )，就有 ( // ) 0D ≥α βα βα βα β 。 

对于序信息系统 ( , , , )S U A V f=    ，设其方案集 U =  

1 2{ , , , }nx x xL ，第 i个方案 ix 对第 j个属性 ja 的属性值记为

ijc ，矩阵 ( )
n mijc ×

=A 称为属性矩阵或决策矩阵。属性通常可

分为效益型、成本型、固定型、区间型。由于不同的属性一
般具有不同的量纲，在决策之前首先要将属性指标做无量纲
化处理。记无量纲化处理后的矩阵为 ( )'

n mijd ×
=D ，称为规范

化的决策矩阵， ijd 表示第 i个方案 ix 对第 j个属性 ja 的规范
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化属性值，显然 [0,1]ijd ∈ 且越大越好。令
1
max{ }j ij
i n

dD =
≤≤

，

1
min{ }j ij
i n

d d=
≤≤

，则称向量 1 2{ , , , }mD D D= LD 和 1 2{ , , , }md d d= Ld

分别为 m个属性的理想值和负理想值。 

根据定义 9，在确定属性权重的一个基本思想就是使每
个方案的属性值更靠近理想值，而远离负理想值，即每个方
案的属性值与理想值的相对熵尽可能小，与负理想值的相对
熵尽可能大，则有如下多目标规划问题： 

1 1

1 1

min ( ) ln

max ( ) ln

n m
j

jj
i j ij

n m
ij

jj
i j j

D
F W w D

d

d
F W w D

d

= =

= =


= ∑ ∑



 = ∑ ∑

                     (5) 

1

1
s.t.

0 1

m

j
j

j j j

w

w w w

=

− +

 =∑
   

 ≤ ≤ ≤ ≤

 

其中， 1 2{ , , , }mW w w w= L ； jw
−和 jw

+分别为第 j个属性权重 jw

的上界和下界。 

由于 j ijdD ≥ ， ij jd d≥ ( 1,2, ,i n= L ; 1,2, ,j m= L )，因此
F(W)满足非负性要求。 

对于该多目标规划模型，可将其转化为如下单目标规划
问题： 

1 1 1 1

min ( ) ln ln
n m n m

ijij
jj j ij

i j i jj j

dd
H W w w dD

D d= = = =
= ∑ ∑ ∑ ∑          (6) 

1

1
s.t.

0 1

m

j
j

j j j

w

w w w

=

− +

 =∑
   

 ≤ ≤ ≤ ≤

 

由文献[7]可知，模型(6)的最优解一定是模型(5)的有效
解，故可以通过求解模型(6)的最优解获得模型(5)的有效解，
即为多属性决策问题的权重系数。 

5  算例分析算例分析算例分析算例分析 

数据来自《中国统计年鉴 2009》中北京、上海、江苏、
浙江、福建、安徽、和四川 7 个地区的邮电业务量。其中，

1a 表示固定电话长途通话长(亿分钟)； 2a 表示移动电话长途
通话时长(亿分钟)； 3a 表示 IP电话通话时长(亿分钟)； 4a 表
示移动短信业务量(亿条)； 5a 表示互联网上网人数(万人)； 6a

表示移动电话年末用户(万户)； 7a 表示固定电话年末用户(万
户)。限于篇幅，具体数据在此不罗列。 

优势关系下约简后，得到的属性集为 3 4 5 7{ , , , }a a a a 。由定

义 2和式(1)、式(2)可得： ( ) 1
C
Cγ = ,

3{ }

5
( )

7
C a

Cγ − = ,
4{ }

5
( )

7
C a

Cγ − = , 

5{ }

6
( )

7
C a

Cγ − = ,
7{ }

5
( )

7
C a

Cγ − = 。从而得基于优势关系的代数观下

各权重分别为 3

2

7
α = , 4

2

7
α = , 5

1

7
α = , 7

2

7
α = 。 

由定义 2和式(3)、式(4)可得： 

10
( )

49
GK C = , 3

18
( { })

49
GK C a− = , 3

18
( { })

49
GK C a− =  

4

12
( { })

49
GK C a− = , 5

11
( { })

49
GK C a= − = , 5

11
( { })

49
C a− =  

7

12
( { })

49
GK C a− = , 3 3

8
( , { }, )

49
Sig C Ca a− =  

5 5

1
( , { }, )

49
Sig C Ca a− = , 7 7

2
( , { }, )

49
Sig C Ca a− =  

从而得到基于优势关系的粒度观下各权重分别为： 

3

8

13
β = ,

4

2

13
β = ,

5

1

13
β = ,

7

2

13
β =  

根据组合赋权的特征可知： 

3

2 8

7 13
w≤ ≤ , 4

2 2

13 7
w≤ ≤ , 5

1 1

13 7
w≤ ≤ , 7

2 2

13 7
w≤ ≤  

约简后的数据经过无量纲化处理得到规范决策矩阵： 

0.154 2 0.129 2 0.1033 0.076 0

0.2951 0.117 4 0.117 0 0.087 3

0.084 6 0.242 8 0.219 7 0.2551

' 0.089 8 0.218 3 0.222 2 0.197 4

0.0715 0.078 4 0.145 4 0.123 0

0.102 4 0.092 8 0.076 2 0.118 6

0.202 4 0.1211 0.116 3 0.142 7

    
    

    

=     

    

    

    

D


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

从而得出各方案的理想值和负理想值分别为： 

{0.2951, 0.242 8, 0.222 2, 0.2551}=        D  

{0.0715, 0.078 4, 0.076 2, 0.076 0}=        d  

根据模型(6)，得出各属性权重为： 

3 0.285 7w =  , 4 0.285 7w =  , 5 0.142 9w =  , 7 0.285 7w =   

6  结束语结束语结束语结束语 

经典粗糙集理论基于等价关系建立，但对含有数值型的
信息系统进行离散化会导致信息丢失。本文将优势关系引入
属性权重的确定方法中，避免了对连续型属性值必须离散化
这一步骤，保证了原数据的信息量。为确定权重的最优解，
将 2 个概率分布的相对熵定义扩展到任意单维向量的相对
熵，并将相对熵视为任意两单维向量的一种距离。以此原理
建立单目标优化模型，并通过一个算例证明了该方法的有效
性。下一步研究工作是将优势关系拓展为 α-优势关系，建立
概率粗集赋权模型。 
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