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摘摘摘摘  要要要要：：：：针对强关联规则的挖掘问题，提出构造事务数据库的单元复形，利用广义离散Morse理论发现强关联规则的方法。在基本的离散
Morse理论和关联规则的基础上延伸得到广义离散Morse理论和强关联规则的定义，通过在事务数据库的单元复形上定义离散Morse函数
挖掘强关联规则，例证表明该方法的可行性和高效性。 
关键关键关键关键词词词词：：：：离散Morse理论；拓扑；广义离散Morse函数；广义离散梯度；强关联规则 

Strong-association Rules Mining Based on                

Generalized Discrete Morse Theory 

LIU Jun, LIU Xi-yu 

(School of Management and Economics, Shandong Normal University, Jinan 250014, China) 

【【【【Abstract】】】】For the problem of strong-association rules mining, a method is proposed which constructs a cell complex on transaction database and 

uses generalized discrete Morse theory to find the strong-association rule. It gets the definition of generalized discrete Morse theory and 

strong-association rule by extending the basic discrete Morse theory and association rule, mining the strong-association rule by defining discrete 

Morse theory on cell complex of transaction database. Example verifies the feasibility and efficiency of the method. 

【【【【Key words】】】】discrete Morse theory; topology; generalized discrete Morse function; generalized discrete gradient; strong-association rule 

DOI: 10.3969/j.issn.1000-3428.2011.16.015 

计  算  机  工  程 

Computer Engineering 

第 37卷  第 16期 

Vol.37    No.16 

2011年 8月 

August 2011 

····软件技术与数据库软件技术与数据库软件技术与数据库软件技术与数据库···· 文章编号文章编号文章编号文章编号：：：：1000————3428(2011)16————0045————03 文献标识码文献标识码文献标识码文献标识码：：：：A   中图分类号中图分类号中图分类号中图分类号：：：：TP391

1  概述概述概述概述 
Morse 理论最初的应用主要是通过分析黎曼流形上

Morse 函数的临界点来研究流形的拓扑结构，在几何体和拓
扑空间之间起到非常重要的作用。随后，在其基础上又进行
了进一步的研究，将 Morse 理论引入到离散结构中，形成了
离散 Morse 理论，使得 Morse 理论的应用更加广泛。 

本文定义一种广义离散 Morse 理论，用来挖掘强关联  

规则。 

2  相关概念相关概念相关概念相关概念 
在介绍离散 Morse 理论之前，先了解一些涉及到的相关

概念。 

(1)单元(cell)：一个维度为 p 的单元 α(p)固定同胚于一个
开放的 p维球体，即： 

{x∈Rp:|x|<1} 

(2)单元复形(cell-complex)：一个单元复形由一系列 p维
单元黏结而成。从一个 0维单元(顶点)K0开始，将 1维单元(线
段)沿边界黏结到 K0上，可得到单元复形 K1，将 2 维单元(面)

沿边界黏结到单元复形 K1 上得到单元复形 K2。依此类推，
可得到单元复形 Kn。 

(3)超图[1]：一个超图是一个序偶(N,L)，其中，N为节点；
L为族，且 L的每个元素都是节点的族，称为超链接。 

(4)超树[2]：如果在一个有向超图中，每个节点最多为一
个超链接的源节点，且它不含有任何环，则该超图称为超树。 

(5)正规部分[1]：一个超图(N,L)的正规部分是简单图(N,R)

的连通部分，其中，R 是(N,L)的正规超链接的集合。 

3  离散离散离散离散 Morse理论理论理论理论 
离散 Morse 理论的主要目的是建立单元复形的离散

Morse 函数或离散梯度向量域，通过对离散 Morse 函数或离
散梯度向量域的研究得到单元复形的拓扑信息和属性。 

3.1  离散离散离散离散 Morse函数函数函数函数 
定义在给定的单元复形上的离散 Morse 函数是一个实值

函数，它随着维度不断增加。其定义如下： 

定义定义定义定义 1(离散 Morse函数) 对一个单元复形 K的每个单元
都映射一个实数的函数 f: K→R，如果对每一个 p 维单元
α(p)∈K，它都满足： 

 # ( 1) ( ){ : ( ) ( )} 1p p f fτ α τ α+ f ≤ ≤  

 and # ( 1) ( ){ : ( ) ( )} 1p p f fν α ν α− p ≥ ≤  

那么函数 f是一个定义在单元复形 K上的离散Morse函数[3]。 

从离散 Morse 函数的定义中可以看出，函数 f 最多分配
一个比 f(α)大的数给比单元 α 维度低的单元，同时也最多分
配一个比 f(α)小的数给比单元 α 维度高的单元。 

定义定义定义定义 2(临界单元[4]) 函数 f：M→R 是一个离散 Morse 函
数，一个 p 维单元 α(p)是一个临界单元，如果它满足下面的  

条件： 

# ( 1) ( ){ : ( ) ( )} 0p p f fτ α τ α+ =f ≤  

# ( 1) ( ){ : ( ) ( )} 0p p f fν α ν α− =p ≥  

3.2  离散梯度向量域离散梯度向量域离散梯度向量域离散梯度向量域 
虽然定义在单元复形上的离散 Morse 函数反映了单元复

形的一些属性，但是有关单元复形的拓扑信息更多地存在于

基金项目基金项目基金项目基金项目：：：：国家自然科学基金资助项目(60873058)；山东省自然科学
基金资助项目(Z2007G03) 

作者简介作者简介作者简介作者简介：：：：刘  俊(1986－)，女，硕士研究生，主研方向：Morse理
论，数据挖掘；刘希玉，教授、博士 

收稿日期收稿日期收稿日期收稿日期：：：：2011-01-28    E-mail：：：：liujun271@163.com 



46                                            计  算  机  工  程                             2011年 8月 20日 

 

单元复形的离散梯度向量域中。 

组合向量域 [1]V 定义在单元复形 K 上，是相关单元
( ) ( 1){ }p pα β +p 的一个不相交的集合。集合中的单元满足： 

( ) ( 1){ } ( ) and ( ) 0p p V V Vα β α β β+ ∈ ⇒ =   =p  

利用从单元 α 指向单元 β 的箭头表示这个配对，如果单
元 α不属于任何配对，则有 V(α)=0。 

V-路径[5]是单元 α0
(p),β0

(p+1),α1
(p),β1

(p+1),…,αr
(p),βr

(p+1)的一
个交替序列，这些单元满足： 

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )

1( ) andp p p p p

i i i i iV α β β α α+ +

+=   ≠f  

如果 r≥1 且 αr+1=α0，就说一个 V-路径是非平凡的且闭
合的。 

在讨论了组合向量域和 V-路径后，可以得到离散梯度向
量域的定义。 

定义定义定义定义 3(离散梯度向量域) 一个离散梯度向量域是一个带
有非平凡的闭合 V-路径的组合向量域。 

从离散梯度向量域的角度定义临界单元：如果一个单元
α 不和任何一个其他的单元成对，则单元 α 是临界单元，即：
V(α)=0。 

3.3  离散离散离散离散 Morse函数函数函数函数与与与与离散梯度向量域离散梯度向量域离散梯度向量域离散梯度向量域的的的的关系关系关系关系 
文献[1]证明了对于每一个离散 Morse 函数 f，总存在一

个和 f 具有相同临界单元的离散梯度向量域 V。同样，对于
每一个离散梯度向量域 V，总存在一个和 V 具有相同临界单
元的离散 Morse 函数 f。离散 Morse 函数和离散梯度向量域
在反映单元复形的拓扑结构方面是互相对应的。 

4  算法算法算法算法的的的的构建构建构建构建 
在了解了离散 Morse 理论后，可以知道，离散 Morse 理

论和离散梯度向量域都是反映单元复形拓扑结构的重要理
论，因此，如何构建离散 Morse 函数和离散梯度向量域就成
为一个重要的问题。 

文献[1]给出了构建离散Morse函数和离散梯度向量域的
思路，下面分别给出其具体算法的流程。 

4.1  离散离散离散离散 Morse函函函函数数数数的的的的构建构建构建构建 
在该部分涉及到生成树的概念：如果 N’ ⊂ N, L’ ⊂ L，则

得到图(N,L)的子图；如果 N’=N，则得到图(N,L)的生成子图；
如果生成子图(N’,L’)中不包含环，则得到一棵生成树。 

构建离散 Morse 函数算法的流程如下： 

(1)在有限单元复形 K上构造一棵生成树 T。 

(2)在 K中构造 T的补图 G。 

(3)G的节点：对应于 K的一个三角形或者是 K的一条边
界边(即该条边在 K中，但是不在 T中)。 

(4)G的边：如果 G的 2个节点对应的是 2个有共享边的
三角形，或者对应的是一个三角形和 K的边界边，则这 2 个
节点之间存在一条链接。 

(5)为生成树 T分配值。 

(6)将生成树的根节点和与其相关联的链接初始化为 c。 

(7)为 T的其余节点分配值，其值为该节点到根节点的距
离+c。 

(8)为 T 的每个链接分配值，其值为与该链接相关联的   

2 个节点中值较大的那个节点的值。 

(9)直到 T的每个节点和链接都分配到值。 

(10)为 K中生成树 T的补图 G分配值(G中值的分配从度
为 1 的节点开始，节点的度表示该节点所对应的三角形中未
分配值的边的条数)。 

(11)将 G中度为 1的节点初始化为 T中的最大值+1。 

(12)为该节点对应的三角形中的自由边(未分配值的边)

分配相同的值。 

(13)重置 G中节点的度。 

(14)返回步骤(11)执行，直到 G中所有节点都已完成。 

(15)得到单元复形 K的离散 Morse 函数 f。 

4.2  离散梯度向量域离散梯度向量域离散梯度向量域离散梯度向量域的的的的构建构建构建构建 
构建离散梯度向量域算法的流程如下： 

(1)在单元复形 K上构造超树 HF。 

(2)对于 HF 的正规部分 R，选择一个节点作为 R 的根。 

(3)如果正规部分 R 是一个临界部分，则 R的任何节点都
可以作为根节点。 

(4)否则，如果正规部分 R不是一个临界部分，而恰有一
个节点是一个环或非正规超链接的源节点，则该节点作为根  

节点。 

(5)将 R 中的叶节点和与其相关联的唯一链接进行配对。 

(6)R 中未配对的节点记为 R(1)，并在 R(1)上执行第(5)步。 

(7)反复执行第(6)步，直到除根节点外 R 的所有节点都已  

配对。 

(8)处理根节点。 

(9)如果正规部分 R是一个临界部分，则该根节点不配对，
成为临界点。 

(10)否则，如果正规部分 R 不是一个临界部分，则该根
节点和与它相关联的环或非正规超链接配对。 

(11)处理非正规部分。 

5  强关联规则强关联规则强关联规则强关联规则挖掘挖掘挖掘挖掘 
对离散 Morse 理论进行扩展得到广义离散 Morse 理论，

并用来挖掘强关联规则。 

定义定义定义定义 4(广义离散 Morse函数) 为一个单元复形 K的每个
单元都映射一个实数函数 f: K→R，如果对每一个 p 维单元
α(p)∈K，它都满足： 

( 1) ( ) ( 1) ( ){ : ( ) ( )}and{ : ( ) ( )}p p p pf f f fτ α τ α ν α ν α+ −  f p≥ ≤  

那么函数 f 是一个定义在单元复形 K 上的广义离散 Morse  

函数。 

定义定义定义定义 5(广义离散梯度) 在一个单元复形中，如果存在单
元 α βp ，有 ( ) ( )f fα β≥ ，则在 α、β 之间画一个箭头，其
中，α是箭头的尾；β是箭头的头。这样形成的梯度域称为广
义离散梯度。单元 α可以是多个箭头的尾。 

定义定义定义定义 6(强关联规则) 关联规则[6]是形如 A=>B的蕴含式，
其中， ,A I B I⊂ ⊂ , I={i1,i2,… ,im}是项的集合，并且
A B∩ = ∅。规则 A=>B 在事务集 D中成立，具有支持度 s，
其中，s是 D中事务包含 A B∪ 的百分比；规则 A=>B 在事务
集 D中具有置信度 c，如果 D中包含 A 的事务同时也包含 B

的百分比是 c，即： 

( ) ( )

( ) ( )

support A B P A B

confidence A B P B A

⇒ = ∪

⇒ =
 

定义置信度为 100%的关联规则为强关联规则。 

对于一个给定的事务数据库，可以利用广义离散 Morse

理论通过以下方法挖掘出其中存在的强强关联规则，这里以
含有 5个项(I1、I2、I3、I4、I5)的事务数据库为例，步骤如下： 

(1)根据给定的事务数据库确定项的个数，建立项集的树  

形图。 

对于含有 5 个项的事务数据库，对项进行排列组合得到
频繁 1-项集、频繁 2-项集、频繁 3-项集、频繁 4-项集、频繁
5-项集，构造它的树形图如图 1 所示。 
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图图图图 1  含有含有含有含有 5个项的树形图个项的树形图个项的树形图个项的树形图 

(2)扫描数据库，计算每个项集的计数。根据如果一个集
合不能通过测试，则它的所有超集也都不能通过相同的测试
这一性质，对于包含了支持度计数小于最小支持度项集的那
些集合，它们的支持度就可以不用再计算，这样就大幅提高
了效率。 

该例中首先计算频繁 1-项集的支持度计数，去掉支持度
计数小于 2的频繁 1-项集，那么同时可以去掉含有支持度计
数小于 2 的频繁 1-项集的频繁 2-项集，只需要再计算剩余频
繁 2-项集的支持度计数即可。同样的频繁 3-项集、频繁 4-项
集、频繁 5-项集的支持度计算也是如此，反映在树形图中即
如图 2所示。 

 

图图图图 2  支持度计数支持度计数支持度计数支持度计数的计算示意图的计算示意图的计算示意图的计算示意图 

(3)根据树形图可以得到一个单元复形 K：其中频繁 1-项
集为 0-维单元(顶点)，频繁 2-项集为 1-维单元(线段)，……，
频繁 n-项集为(n-1)-维单元。各个频繁项集的支持度计数分别
作为各维单元的权重。 

根据图 2 的树形图得到本例的单元复形，此时树形图中
只剩余频繁 1-项集、频繁 2-项集、3-项集，因此，得到的单
元复形是一个平面图，并将各项集的支持度计数标注于对应
的单元上，如图 3 所示。 

 

图图图图 3  根据图根据图根据图根据图 2得到的事务数据库的单元复形得到的事务数据库的单元复形得到的事务数据库的单元复形得到的事务数据库的单元复形 

(4)用单元复形中的最大计数减去各单元的计数，得到单
元复形的广义离散 Morse 函数，并在该单元复形上构造广义
离散梯度。 

该例中最大计数为 7，用 7 减去图 3 中标注的各个单元
的权重，得到单元复形的广义离散 Morse 函数，如图 4 所示。 

 

图图图图 4  广义离散广义离散广义离散广义离散 Morse函数函数函数函数 

同时根据广义离散梯度的定义，在图 4 的基础上构造单
元复形的离散梯度域，如图 5所示。 

 

图图图图 5  广义离散梯度广义离散梯度广义离散梯度广义离散梯度 

(5)单元复形的广义离散梯度图中的每个箭头代表一个
“箭尾单元=>箭头指向单元”的强关联规则。 

本例中单元 I2I5→I1的箭头表示了下面的强关联规则： 

confidence(I2∧I5=>I1)=100% 

最终得到包含 5个项的事务数据库中的强关联规则为： 

confidence(I5=>I1)=100% 

confidence(I5=>I2)=100% 

confidence(I4=>I2)=100% 

confidence(I1∧I5=>I2)=100% 

confidence(I2∧I5=>I1)=100% 

6  结束语结束语结束语结束语 
关联规则挖掘是一种发现事务之间广泛联系的重要工

具，而广义离散 Morse 理论的应用使得对特殊关联规则的挖
掘变得更加直观、简单。 

广义离散 Morse 理论是对基本离散 Morse 理论的扩展，
将其应用于更加广泛的领域是进一步研究该理论的重要途
径，这也是下一步要做的工作。 
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