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摘 要：针对多变量二次方程组的求解问题，对 XL算法的冗余性进行分析与改进。用 XL算法扩展方程组存在冗余现象，采用该算法扩
展由 m个方程构成的 n元二次方程组，所得到的新方程组中线性独立方程个数的上界为[mn(n+3)m(m3)]/2。基于此，对 XL算法进行改
进。分析表明，改进后的 XL算法能降低求解多变量二次方程组的计算复杂性。
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【Abstract】Aiming at problems of solving multiple quadratic equation systems, the redundancy of extending equations by Extended Linearization
(XL) algorithm is analyzed. It is proved that there is redundancy in equations extended by XL algorithm. The upper bound, [mn(n+3)m(m3)]/2, of
the number of linearly independent equations in the new system of equations, which extends from n-variable quadratic equations consisting of m
equations, is given. The algorithm is obtained to overcome the redundancy problem and XL algorithm is improved, which effectively reduces the
computational complexity of solving multi-variable quadratic equation system.
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1 概述
求解多变量二次方程系统问题(以下称之为 MQ-问题)是

NP难的。对于较小的域，已知的最好方法是穷举法，而对于
较大的域，也可采用 Gröbner基算法[1]。但 Gröbner基算法具
有指数阶的计算复杂性，在实际中只能求解未知量个数较少
的系统。文献[2]提出了一种新的求解 MQ-问题的方法——重
复线性化法。但是该算法计算复杂性难以估计，不过对于充
分超定的MQ-问题，用重复线性化法可在多项式时间内求解。
后来，文献[3]通过大量的实验证明，用重复线性化法得到的
新方程中，有很多方程都不是线性独立的，因而重复线性化
法并不像当初所期待的那样有效。于是文献[3]对重复线性化
法进行了改进，提出了一种比重复线性化法更简单、更有效
的新方法——XL(Extended Linearization)算法[3]。对于随机产
生的由 m个( 2m n ， 0 1/ 2 ≤ )方程构成的 n元二次方程
组，用 XL 算法求解的计算复杂度约为 /( )O n  。其中， 是
高斯消元法求解线性方程组的计算复杂性指数。通常 3  ，
在改进算法[4]中， 2.376  。文献[5]利用各单项式之间的约
束关系对方程组进行约简，从而对 XL 算法进行了改进。文
献[6]通过对方程组进行约简消去次数较高的单项式，从而达
到降低计算复杂性的目的。

本文在用 XL 算法进行分析时，发现用 XL 算法产生的
方程组中有许多方程不独立(线性)。可将这些不独立的方程
区分出来，这样在用 XL 算法扩展方程时，如果将这些不独
立的方程直接丢弃或者不产生这些方程，可使得到的方程组
中线性独立的方程比例大大提高，从而减少了对不独立方程
的处理。

2 XL算法简介
设 K 为一数域， 1 2 1 2( , , , ) [ , , , ](1 )i i n i nl f x x x b K x x x i m  L L ≤

≤

均为二次多项式。 表示下列方程组： 1 2( , , , )i i n il f x x x b  L

0， (1 )i m≤
≤

。在以下的讨论中，总假设 中的方程相互独
立。MQ-问题是：对于给定的 1 2( , , , ) m

mb x x b K L ，至少找到

系统 的一个解 1 2( , , , ) n
nx x x x K L 。

XL 算法[3]过程如下：
(1)乘积 (multiply)：选择适当的 D ，对于所有的 : 0k ≤

2k D ≤ ，产生所有形如
1

0 (0 2)
j

k

i i
j
x l k D


   ≤

≤

的方程。

(2)线性化(linearize)：将每个次数 D≤ 的单项式看作一个
新变量，然后对(1)中产生的方程组进行高斯消元。

(3)求解(solve)：假设经过(2)后可以得到一个关于 xn的高
次方程，利用 Berlekamp 算法在有限域 K 上求解该方程，得
到 nx 。

(4)循环(repeat)：将 nx 代入原方程，简化后重复这一过程，
从而求得其他变量的值。

3 XL算法产生方程的独立性分析
定义 设 1 2P P、 均为多项式的集合，若 1P 中的每个多项式

都能被 2P 中的多项式线性表示， 2P 中的每个多项式也都能被

1P 中的多项式线性表示，则称多项式集合 1P 与 2P 等价。
为了讨论方便，以下对方程 1 2( , , , ) 0i nf x x x L 和多项式

1 2( , , , )i nf x x xL 不加区分。

引理 1 设 m n≤ ，
1

1
n

i ij j i
j i
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1 2, , , ny y yL 为变量的一次多项式的集合。 Q 是用每个变量

1 2, , , ny y yL 分别乘 P 中所有多项式所得多项式的集合。即：

' ' '
1

1 ,1 '
n

i i ij j i i i
j i

Q y y a y y b y i m i n
 

 
   
 

≤

≤ ≤ ≤

则 P QU 中有且仅有 ( 3) / 2mn m m  个多项式是线性独立的。
证明：记：
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则 1 2Q Q Q U ，且 1 2| | | | | |Q Q Q  。因为：
| |Q mn

2
2| | #{( , ') |1 ' } ( 1) / 2mQ i i i i m C m m    ≤

≤

所以：
1| | ( 1) / 2Q mn m m  

若 1P QU 中多项式都线性独立，且 2Q 中的多项式都能被

1P QU 线性表示，则：

1 1 1| | | | | | | | | | | |
( 1) / 2 ( 3) / 2

P Q P Q P Q Q
m mn m m mn m m
     
     

U

即可得引理成立。以下证明 1P QU 中多项式都线性独立，且

2Q 中的多项式都能被 1P QU 线性表示：
(1)证明 1P QU 中多项式都线性独立。记 P QU 的多项式

中出现的所有单项式的集合为 H ，即：
{ , 1 }i i jH y y y i j n ≤

≤ ≤

将 H 中所有单项式看作新变量，然后进行如下排序：
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则：
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其中， min{ ', }jp i j ； max{ ', }jq i j 。容易看出 1P QU 中多

项式具有如下特点：
1)每个多项式的第 1项的下标最小；
2)所有单项式第 1项的下标互不相同。
这说明当将 1P QU 中的所有单项式写成系数矩阵与变量

构成的列项链乘积时，其系数矩阵每行的第 1 个非零元不同
列，从而该矩阵是满秩的，所以 1P QU 中多项式是线性独立的。

(2)用数学归纳法易证 2Q 中的多项式都能被 1P QU 中的
多项式线性表示。

由(1)和(2)知，引理成立。
引理 2 设 A为矩阵，将 A的第 i列元素分别加到第 j列

的对应元素上，然后将第 i 列元素删除得到矩阵 B ，则
( ) ( )A B秩 秩≥ 。
证明：因为将 A的第 i列元素分别加到第 j列的对应元

素上所得矩阵秩不变，所以删除矩阵的一行或一列，所得矩
阵的秩小于或等于原来矩阵的秩，即 ( ) ( )A B秩 秩≥ 。
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≤

，
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，下面分析 XL 算法中冗

余方程的个数。

定理 设 0A 是由 n个变量 m个方程构成的多变量二次方

程系统，使用 XL 算法得到的 2
4I L xL x L U U 中最多有

[ ( 3) ( 3)]/ 2mn n m m   个多项式线性独立。
证明：将 0A 中方程的每个单项式都看作一个新变量

iy (适当排序)，则这样的新变量共有：

2 ( 3)#{ , |1 , } 2
2i i j n

n nx x x i j n C n 
  ≤

≤

个，然后采用高斯消元法将 0A 变为：
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则 0A 与 0P 等价。记：
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则 0P QU 与 4I 等价。由引理 1 知：当把每个 (1iy i≤
≤

( 3) / 2)n n  都看作独立变量时， 0P QU 中有且仅有：
( 3) ( 3) ( 3) ( 3)

2 2 2
n n m m mn n m mm     

 

个多项式线性独立。但由于 iy 相互不独立 (比如 ( )a b cx x x 

( )a b cx x x )，因此 0P QU 中多项式的有些项是同类项，可以合
并。当把 0P QU 中所有多项式写成系数矩阵与单项式构成的
列向量乘积时，合并同类项的过程等价于：将其系数矩阵某
一列元素分别加到另一列对应元素上，然后将前者删除，同
时删除该列对应的单项式。由引理 2 知， 0P QU 中多项式都
看作是 ix 的多项式时，其线性独立的多项式个数小于或等于
[ ( 3) ( 3)]/ 2mn n m m   。由于 0P QU 与 4I 等价，因此 4I 中最
多有 [ ( 3) ( 3)]/ 2mn n m m   个多项式线性独立。

推论 当 4D  时，使用 XL 算法对 n个变量 m个方程构
成的多变量二次方程系统 进行扩展得到的方程组中，最多
有 [ ( 3) ( 3)]/ 2mn n m m   个方程独立。

4 XL算法的改进
由定理知，用 XL 算法扩展得到的方程中有很多方程不

独立，若将这些不独立的方程去除，则可大大降低方程求解
的计算复杂性和存储复杂性。为此，对 XL 算法进行了改进，
改进后的 XL 算法过程如下：

(1)初始化：将由 1 2, , , nx x xL 构成的二次和一次单项式按
式(2)方法进行排序，然后用高斯消元法将多项式集合 L化为
首多项式互异且序号连续的多项式集合 'L (当 'L 中首多项式
不连续时，可对变量 1 2, , , nx x xL 重新排序使其连续)。

(2)乘积：选择适当的 D ，产生所有的次数不超过 2D  的

单项式
2

2
11

{ 1 }
j

D k

D i j
jk

T x i n





 U ≤

≤

，对 'L 中每个多项式 hl ，用

2DT  中所有不能被 hl 首单项式整除的单项式分别乘多项式

hl ，产生多项式的集合 Q。
(3)线性化：将 Q中多项式的每个单项式看作一个新变

量，用高斯消元法进行消元，但把只含有一个变量 nx 的项

(1 )k
nx k D≤

≤

留在最后。
(4)求解：在 K 上求解上一步得到的只含一个变量 nx 的

方程(次数小于或等于 D )。
(5)循环：将 nx 的值代入步骤(2)中，逐个求出其他变量

的值。
改进前的 XL 算法产生的方程总数为：
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