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摘 要：以稀疏学习为主线，从多阶段、多步骤优化思想的角度出发，对当前流行的 L1 正则化求解算法进行分类，比较基于次梯度的多
步骤方法、基于坐标优化的多阶段方法，以及软 L1 正则化方法的收敛性能、时空复杂度和解的稀疏程度。分析表明，基于机器学习问题
特殊结构的学习算法可以获得较好的稀疏性和较快的收敛速度。
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【Abstract】To deal with the new time and space challenges of the machine learning problem algorithms from large scale data, this paper focuses on
sparse-learning and categorizes the L1 regularized problem’s the-state-of-the-art solvers from the view of multi-stage and multi-step optimization
schemes. It compares the algorithms’ convergence properties, time and space cost and the sparsity of these solvers. The analysis shows that those
algorithms sufficiently exploiting the machine learning problem’s specific structure obtain better sparsity as well as faster convergence rate.
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1 概述
统计机器学习算法在理论和应用上[1]都取得了丰硕的成

果。当前一般在“正则化项+损失函数”的框架下对正则化机
器学习问题进行考察，这是对支持向量机(SVM)算法理论框
架的有效拓展。

虽然 L1正则化可以得出期望的稀疏性，但由于 L1范数
是不可导的，从而 L1 正则化问题很难得到对偶形式，传统
的基于梯度的算法(最速下降法、牛顿法等)都无法对该问题
加以解决；加之实际问题的规模越来越大，一些只能解决小
规模问题的经典算法(如内点法)此时也无法直接使用了。正
因为这些原因，海量数据的优化求解问题吸引了国内外众多
优秀的工作组和知名学者的目光[2]。

传统的批处理 (batch)算法 (每次迭代遍历所有样本的信
息，甚至需要处理海森矩阵)，由于无法突破计算机存储空间
的瓶颈而面临无法回避的挑战。取而代之的随机(stochastic)
和在线(online)算法是处理大规模数据的必然选择，并已经取
得了事实上的成功。所谓随机算法，即每次迭代只从样本集
中随机取一个样本来更新解向量。而在线算法则考虑样本是
随时间序列逐个产生的，每次也只用一个样本更新解向量。
如果能证明当样本数趋于无穷大时这 2 个算法与批处理算法
之间的解的误差(即 regret 界)是趋于 0 的，则该随机/在线算
法即是收敛的。同时，在保证算法收敛的前提下，收敛速度
的快慢也是必须考虑的。

“多步骤(multi-step)”与“多阶段(multi-stage)”是当前
机器学习界出现频率较高的词汇。对于迭代算法而言，所谓
多步骤算法，即把问题的求解划分成若干规模很小的子问题
来解决。单步计算代价小，但迭代次数多，如最速下降法采
取衰减步长策略时，单步只须计算下降方向，计算代价小但
收敛速度慢。多阶段算法的迭代次数少，但单步的计算代价
大，如需要计算和存储海森矩阵的牛顿法等。若多阶段算法

子问题能进一步细分成有限子问题，并且可以获得解析解
(closed-form solution)，则多阶段算法即可能获得良好的性能。

当前，学术界一般认为，坐标下降方法(coordinate descent
method)子问题可以精确求解，是成功的多阶段算法，收敛速
度最快，可以达到 (log(1/ ))O  。此外，对于多步骤算法，如
有强凸性质保证，也可达到 (1/ )O  的收敛速度，而对于一般
凸问题，只能达到 2(1/ )O  ，其中， 是目标函数值与理论最
优目标函数值之间的误差。

本文从多阶段、多步骤的优化角度出发，对 L1正则化机
器学习问题最新的研究进展进行分析，并对该问题未来的研
究方向进行展望。

2 正则化机器学习问题的描述
对于独立同分布的训练样本集 1 1 2 2{( , ), ( , ), ,S y y X X 

( , )}m myX nR  (二分类问题时， { 1, 1}    ；回归问题时，
R  )，正则化机器学习问题可以归结为求解下述优化

问题：

( , ) S

1min ( ) || || ( ; , )p
y

f l y
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W x

W W W X  (1)

其中， || ||p
 表示 Lp范数的  次方； nRW ； ( ; , )l y W X 称

为损失函数，它控制模型的训练精度；|| ||p
W 称为正则化项，

用于避免模型的过拟合；通过调整参数  ，可以得到兼有训
练精度和泛化能力的模型。

当 0p  时，L0范数正则化项 0|| || | { : 0} |jj w W 。此时

的优化问题(式(1))即为稀疏学习问题。机器学习算法面临高
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维海量数据(如文本分类数据库达到 710 样本个数、 910 样本维
数)的现实挑战，而稀疏学习得到的解向量非零维的数量会尽
可能得少，这对于高维样本的特征选择具有重要意义。遗憾
的是，L0 正则化的优化问题是 NP 完全的，目前无法有效
求解。

当 1p  时，L1 正则化项为 11|| || | |n
i jw W ，它是 L0 正

则化的一种很好的近似。从优化角度来说：(1)L1正则化可以
得到凸优化问题，使得问题的求解成为了可能；(2)如果问题
的解确实具有稀疏性，在一定条件下，L1正则化确实可以求
解特征稀疏问题。事实上，L1 正则化的最小二乘回归问题
(LASSO)最早是在信号处理领域提出的。其稀疏解对于信号/
图像处理具有重要意义，可以利用少量的特征更好地表征带
有噪声的信号，或使一个带有噪声的图像更加平滑。本文分
析 L1 正则化的式(1)的求解，此时  =1。主要的损失函数有
hinge损失、最小二乘、logistic 等损失函数。

3 算法分析
L1正则化问题的求解研究方式方法很多，各有优劣。

3.1 基于次梯度的多步骤方法
目前，式(1)的多步骤解法多是(次)梯度下降法及其改进

版本。次梯度(sub-gradient)的概念是梯度的有效推广，可以
通过下式定义 ( )f W 在连续不可导点 0W 处的次梯度：

T
0 0{ | : ( ) ( ) ( )}f f   g V W W W V W W≥

随机梯度法(SGD) 1 ( , )k k k i kg  W W X W [3]，作为解决无
约束凸二次优化的一般方法，属于多步骤算法，单步计算开
销小，但收敛慢，没有好的停止准则。注意到，式(1)具有如
下等价优化形式：
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1min ( ) ( ; , )
y
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文献[4]给出了性能优越的 L1 球投影算子的求解算法。
并对式 (2)采用投影次梯度的方法加以解决 1 1k LP W

( ( , ))k k i kgW X W 。 1( )LP  表示投影算子。简而言之，投影过
程可以用下式表示 (  是投影算子根据  和W 计算得到的
阈值)：
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L1 投影算子能保证解的稀疏性，并能有效提高收敛速
度，但要付出 ( log )O k n 的计算代价(k为解向量非零元个数)，
实现起来也很复杂。

文献[5]指出，式(1)的 SGD 方法在实际使用过程中并不
具有稀疏性。为避免 L1投影算子的计算复杂性问题，同时为
确保在线算法解的稀疏性，文献[5]提出了截断梯度(Truncated
Gradient)的方法，如式(4)所示：
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其中， 0 1  ； 0  ； 1,2, ,j n  。该方法是一种为达到
稀疏性目的而强制在梯度上进行的一种截断，并不具有明确
的机器学习含义。尽管在形式上与式(3)很相像，并且文献[5]
在一定条件下也证明了这种方法的 regret 界，但此时并不知
道算法优化的目标函数是什么，这可能会涉及到复杂的非凸
优化问题，同时也使得收敛速度难以分析。

文献[6]提出了 FOBOS 算法，对次梯度方法进行了重要
的改进。该算法可用下式描述：

1
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其中， ( ) W 可以取 L1、L2 以及 L 正则化项。FOBOS
第 1步是标准的 SGD方法，第 2步在最小化正则化项的同时
保持尽可能靠近第 1步的解向量。文献[6]进一步给出了算法
的收敛性分析和 regret 界，从而给算法奠定了坚实的理论基
础。当取 L1正则化项时，第 2步具有解析解，算法具有了稀
疏性。
3.2 基于坐标优化的多阶段方法

坐标优化方法即坐标下降方法，其通过逐个优化解向量
的每一维特征(坐标)，实现一次外循环。内循环中，在优化
某一坐标时，固定W 的其余 d-1维坐标不动，对该维坐标(不
妨设为第 j维)求解如下单变量子问题：

min ( ) ( ) ( )j jz
D z f z f  W e W (5)

其中， T

1

[0,0, ,0,1,0, ,0]j
j

e   。当 ( )f W 是可微函数时，式(5)

具有解析解。
遗憾的是，式(1)的目标函数由于存在绝对值函数，是不

可微的，致使式(5)不具有解析解，从而直接应用坐标下降方
法成为了不可能。学者们提出了许多近似的方法 [2]，如
Goodman 选择式(5)的上界 ( ) ( )j jA z D z≥ ，并对其进行优化；

Genkin 提出 BBR 算法，将式(5)用类似于泰勒展开的方法进
行变形，在信赖区域内对问题加以解决。但该算法的收敛性
分析目前仍然无法给出。文献[2]对式(5)的损失函数进行二阶
近似，此时得到解析解后再进行线搜操作，保证目标函数的
单调下降性，从而保证了算法的超线性的收敛速度。

文献[7]将式(1)转化为如下等价问题：

1 1 1
,

min ( , ; , )n n m
j j ij j i iw w C l w w y
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     

W W
X


s.t. 0 0 1,2, ,j jw w j n    ， ，≥ ≥ (6)

其中， [ ; ]i i i X X X


。文献[7]仍用式 (5)，但此时能够得到
" ( )jD z 的全局上界，而不需要在信赖域内解决问题，从而对

单变量子问题的求解更直接有效，算法也有更加厚实的理论
保证。

当然，式(6)所解决的问题将样本空间扩维一倍，对于解
决海量问题来说，算法的时空效率仍值得商榷。
3.3 软 L1正则化方法

文献[8]提出了正则化共轭平均(RDA)的方法，对式(1)的
求解具有极其重要的意义。RDA方法单步计算代价小，和多
步骤算法相当，同时具有多阶段算法的一些优点。文献[8]指
出，虽然数学优化方法的应用已经成为机器学习研究的核心
内容之一，但两者是不能等同的。SGD简单地将正则化项看
做普通的凸函数，并用其次梯度方向来迭代解向量，这没有
有效地发挥正则化项的作用，或者说没有真正发掘机器学习
问题结构的特点。并且，像文献[5]这些基于 SGD 的改进算
法也是不够可靠的，其稀疏性也不够理想。文献[8]将文献[4]
的方法取名为“硬”L1正则化，而将 RDA看作是一种“软”
的 L1正则化解法。之所以这么命名，在于 RDA将正则化项
中引入了强凸辅助项 2

2( ) 0.5 || ||h W W 。其在线算法的迭代过
程可以表述如下：
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11 1
1arg min , || || ( )t t
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 W
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其中，{ }t 是非负、不减的序列； 1
1 t g
t   表示所有次梯度(视

为与解向量共轭的空间中的点)的均值，也是共轭平均名称的
由来。

辅助项 ( )h W 对问题的解决带来了极大的便利：
(1)辅助项使得 RDA 算法获得了目前最优的收敛速率或

regret界。即，对于 L2正则化项可以获得 (ln )O t 的收敛速率；

对于一般凸的 L1 正则化项问题可以获得 (1/ )O t 的收敛
速率。

(2)辅助项使得式(7)的迭代可以获得解析解，这是区别于
传统 SGD方法的重要方面。也正因为解析解的获得，使得对
解向量属性的归零更可靠更彻底，从而解的稀疏性从理论上
保证了好于文献[5,7]。而文献[6]的 FOBOS 则是 RDA方法的
一个特例。以上“软”L1正则化解法，其单步的计算代价与
SGD相当，都是 ( )O n ，具有多步骤算法的计算代价小的特点；
每一步解析解的获得又使得 RDA 具有多阶段算法快速收敛
的特性。

实际上，式(7)为式(1)的解决提供了一般性的框架。不光
解决了 L1正则化的问题，也涵盖了 L2正则化问题的求解。

4 结束语
本文分析了 L1正则化机器学习问题的研究进展。可以看

出，RDA算法建立的框架，为式(1)的解决提供了更有效的方
法。机器学习的优化过程和经典数学优化方法有很多不可忽
视的差异。结构学习问题，即如何深入挖掘机器学习问题的
结构特点，利用改进的数学优化手段解决实际问题，将是下
一步的研究方向。
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 T1 2 3 4 5 6, , , , ,         

 T0.20,0.10,0.25,0.10,0.15,0.20

利用文献[4]中的加权几何平均算子对表 1中的医疗资源
供应商隶属度矩阵进行计算，可以得到各供应商的综合区间
直觉模糊值  1,2, ,5iA i   ：

1 [0.497 2,0.619 0],[0.121 0,0.246 7]A   

2 [0.439 8,0.567 3],[0.226 0,0.353 3]A   

3 [0.520 4,0.630 7],[0.199 1,0.378 2]A   

4 [0.325 7,0.484 8],[0.287 8,0.413 2]A   

5 [0.489 6,0.633 8],[0.218 5,0.330 1]A   

进一步利用文献[4]中的得分函数计算得到供应商 iA 的

得分函数值   1,2, ,5iA i   为  1 0.374 2A  ，  2A 

0.286 9，  3 0.287 4A  ，  4 0.054 7A  ，  5 0.213 9A  。

由于得分函数值越高说明该医疗资源供应商的素质越
好，因此可根据  iA  的大小对最优供应商进行如下排序：

1 3 2 5 4a a a a a    。可见最佳的医疗资源供应商同样为 1a 。
通过对表 1 中医疗资源供应商的隶属度矩阵进行分析，可以
看出上述结论是比较合理的。与其他算法相比，本文采用的
医疗资源供应商选择模型和算法更实用。

6 结束语
本文针对不完全信息且准则值为区间直觉模糊集的多准

则供应商排序问题，通过逻辑集成得到各供应商的区间直觉

模糊集，并建立了各供应商的 Hamming 距离寻优模型，利用
粒子群优化算法得到该模型的解。该方法满足了医疗救援组
织在权重系数信息不完全条件下的模糊决策要求，为医疗资
源供应商的选择提供了有益的决策参考。在医疗资源供应商
的评价与选择过程中涉及的区间直觉模糊信息的集成及识别
模式、模糊控制、模糊数据挖掘等其他领域中的应用还有待
于研究和探索。
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