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摘 要：针对只有唯一解的数独问题(即标准数独)，利用改进的几何粒子群优化算法进行求解，将几何粒子群优化算法应用到数独中，解
决数独求解过程中存在的局部最优解问题。通过实例讨论求解过程中最佳参数的选择，并得出较理想的结果。实验结果表明，该方法能够
有效解决数独问题。
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Design of Geometric Particle Swarm Optimization Algorithm
for Sudoku Solving
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【Abstract】This paper proposes a new method to solve standard sudoku with unique solution, applying the improved Geometric Particle Swarm
Optimization(GPSO) algorithm. It includes specific details of applying the GPSO algorithm to sudoku and improved techniques to some problems in
the process of solving sudoku. It discusses the choice of the best parameter in the process of solution through the example, and gives the ideal result.
Experimental results show that this method can effectively solve the sudoku problem.
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1 概述
数独(sudoku)源于 18世纪瑞士数学家欧拉发明的拉丁方

阵，后经日本人的改良而得以流行。棋盘由一个 3×3 的九宫
格组成，每个格子又分成一个小九宫格，共九九八十一个小
格子。游戏规则简单，就是将 1~9 这 9 个数字填入该棋盘，
要求每个数字在每一行每一列或者每一小九宫格都只出现一
次。经过近十多年的发展，现在已经有了很多解决数独问题
的方法以及用计算机解决的人工智能算法[1]，国内外还有许
多比较成熟的数独网站，里面提供了很多供在线解题者使用
的技巧 [2]。本文针对唯一解的数独问题，给出一种利用改进
几何粒子群优化算法求解的方法。

2 几何粒子群优化算法
几何粒子群优化算法(Geometric Particle Swarm Optimiz-

ation, GPSO)是在粒子群优化算法的基础上提出来的。粒子群
优化(PSO)算法[3]是一种与遗传算法(Genetic Algorithm, GA)
类似的进化算法，也是一种基于叠代的优化工具，系统初始
化为一组随机解，通过某种方式叠代寻找最优解。近年来发
展较快，在许多典型理论问题上应用广泛，如组合优化、约
束优化、多目标优化、动态系统优化等。

规范的 PSO算法程序的伪代码如下：
算法 1

1:for all 粒子 i do
2: 初始化粒子位置  i ix U a,b 0 v和速度

3:end for
4:while 目标最优值没有找到 do
5:  for all 粒子 i do
6: 将目前为止的个体历史最优位置赋予 Xi

7: 将全部种群的历史最优位置赋予 G

8:  end for
9:  for all 粒子 i do
10: 根据式(1)更新速度：

   1 1 2 2( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iv t wv t R G t x t R X t x t       (1)
11: 根据式(2)更新位置

( 1) ( ) ( 1)i i ix t x t v t                   (2)
12:  end for
13: end while
GPSO 算法其实是粒子群优化算法的推广，它将其推广

到组合空间。这 2 个算法的主要区别在于粒子群优化算法是
依靠速度变化不断向最优解靠近的，而在 GPSO 算法中没有
速度，它是依靠单个粒子与其历史最优值以及全局最优值的
交叉(凸组合)达到不断向最优解靠近的目的。在 GPSO 算法
中也有 , 1 , 2 ，都为正数且和为 1。

算法程序的伪代码如下：
算法 2

1:for all 粒子 i do
2: 在搜索空间中随机初始化粒子位置 ix
3:end for
4:while 停止条件没有达到 do
5:  for all 粒子 i do

6: 将目前为止的个体历史最优位置赋予 ix
7: 将全部种群的历史最优位置赋予 g
8:  end for
9:  for all 粒子 i do
10: 通过式(3)随机凸组合更新位置：
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      1 2, , , , ,i i ix GX x g x    (3 )

11: 变异 xi

12:  end for
13: end while

3 几何粒子群优化算法的研究及改进
数独游戏是满足以下 4个条件的约束问题[4]：
(1)每一单元(行、列、小九宫格)都是由 1~9 这几个固定

的数字组成。
(2)每一行都是 1~9的一个序列。
(3)每一列都是 1~9的一个序列。
(4)每一小九宫格都是 1~9的一个序列。
上面的 4个约束，可以分为 2类：(1)硬约束，不管该数

独棋盘是单个粒子解、局部最优解、还是全局最优解，所有
的数独棋盘都是必须满足的；(2)软约束，只满足部分约束并
且约束满足的程度可以对该数独解的优劣进行度量。

依据解决数独游戏的算法思路，上面的 4 个条件可以分
为下面的 2类：

(1)硬约束：固定的位置和每一行都是 1~9的一个序列。
(2)软约束：每一列和每一小九宫格都是 1~9的一个序列。
GPSO 算法的思想是首先产生若干粒子以形成种群，由

于所有粒子棋盘都必须满足硬约束，因此产生的初始种群也
满足。接下来通过软约束满足的程度来度量数独解的好坏，
而软约束满足的程度是用适应度函数来计算的。

本文采用的适应度函数为：数独棋盘上的每一行中不重
复数字的个数(重复数字按一个数字计算)，每一列中不重复
数字的个数(重复数字按一个数字计算)以及每一小九宫格中
不重复数字的个数(重复数字按一个数字计算)之和。通过比
较该函数的值来判断此时的解是否更优于前面的解。当每一
行、每一列以及每一小九宫格都含有 1~9 这 9 个数字时，适
应度函数为 9×9+9×9+9×9=243，此时的解为最优解且适应度
函数达到最大值。当每一行、每一列以及每一小九宫格至少
包含一个数字时，此时的适应度函数达到最小值，即 9×1+
9×1+ 9×1=27。

产生初始种群以后，在适应度函数的引导下，通过交叉
和变异一步一步向最优解逼近。交叉操作是在单个粒子解、
历史最优解以及全局最优解之间进行的，其方法是随机产生
与 3 个父类同样长度的交叉掩码，然后根据交叉掩码逐行进
行交叉，具体的操作过程如下(假如交叉掩码和 3个父类的某
一行)：

交叉掩码：1 2 2 3 1 3 2
父类 P1：1 2 3 4 5 6 7
父类 P2：3 5 1 4 2 7 6
父类 P3：3 2 1 4 5 7 6
新子类 O：1 5 3 4 2 7 6
交叉掩码是随机产生的，长度与父代的长度相同。掩码

中的 1、2、3出现的频率代表了重组中各个父代的权重 wa、
wb、wc。掩码的数字表示在具体位置上选择那个父代，使其
余 2 个父代在该位置上与之相同。在一个父代中，一个位置
上的数字是通过与该父代中另一个位置上的数字交换而改变
的。上例重组的过程如下：掩码按照从左到右的顺序，在
第 1 个位置上的掩码是 1，意味着在第 1 个位置上，父代 1
不变，父代 2 和父代 3 要通过变换与父代 1 相同，在父代 2
中交换数字 3和数字 1，在父代 3中交换数字 3和数字 1。重
组在更新的父代中继续进行，父代 1 没有改变，当前的父

代 2 和父代 3 是原来的父代 2和父代 3 各自变换后的结果。
在第 2个位置上的掩码是 2，意味着在第 2个位置上，父代 2
不变，父代 1和父代 3要通过变换与父代 2相同，同第 1个
位置，在父代 1 中交换数字 2 和数字 5，在父代 3 中交换数
字 2和数字 5，父代 1和父代 3的第 2个位置都变为 5。继续
这样重组第 3 个位置，一直到最后一个位置。在 3 个父代都
相同的位置上，不管掩码是多少，都不会引起变换，所以它
们自然而然不会涉及到交换中。3 个父代交叉融合形成的排
列就是新子代。在此过程中，可以通过交叉掩码交换得到新
交叉掩码排序，再用新交叉掩码进行交叉操作。这种交叉重
组可以很容易地应用于任意数量的父代。

当某个解的适应度为 243 时，该解为数独的最优解。若
解的适应度没有达到 243，但是比较接近 243(例如大于 238)
时，为了得到最优解，还必须再进行交叉变异，这就很大程
度上降低了算法的效率。其实此时的解在交换距离下已经很
逼近最优解，只需要根据数独游戏的规则选取某些位置的数
字进行交换即可，在经过较少次数的交换后直接得到最优解。
这样就避免了交叉变异，从而提高了算法的效率。但是，若
经过多次交换后仍没有得到最优解，则此解可能就是数独的
局部最优解，应该设法跳出局部最优解，以便程序重新搜索
解空间。

为了更好地理解该问题，本文引入如下的定义及定理[5]。
定义 1 一行(或列或九宫格)中不同元素的个数叫做该行

(或列或九宫格)的秩。
定义 2 若一行(或列或九宫格)的秩为 9，那么称该行(或

列或九宫格)满秩。
算法中的粒子群都满足硬约束，故该问题中所有解都是

行满秩的，而列和九宫格不一定是满秩的，只有当解为最优
解时，所有的行、列和九宫格才是满秩的。

定理 1 若存在一列不满秩，则必存在另一列也不满秩。
证明：如果有一列不满秩(不妨设秩为 8)，那么在该列中

必定缺少某个数字 i。所以，在其余的 8列中有 9个数字 i，
由鸽巢原理可知，必定有一列中存在至少 2个 i。

定理 2 若一个解中有一个九宫格不满秩，那么这个解的
适应度值最大为 239。

证明：设已知有一个九宫格 A 不满秩(不妨设秩为 8)，
那么该九宫格中必定缺少某个数字 i。因为硬约束条件，同行
的 3个九宫格中必然有 3个数字 i，那么在与该九宫格中同行
的另外 2个九宫格中有 3个 i，从而由鸽巢原理可知，必然有
另一个九宫格 B 也不满秩，其至少有 2 个 i，此时的适应度
最大为 243−2=241，分 2种情况讨论：

(1)若与九宫格 A同列的 2个九宫格满秩，由于九宫格 A
必有两相同数字 j，因此在九宫格 A所在的 3列中有 4个 j，
从而由鸽巢原理可知必定存在一列有 2 个 j，那么这列不满
秩。由定理 1 可知，还存在另一列不满秩。所以，此时适应
度最大为 241−2=239。

(2)若与九宫格 A同列的 2个九宫格有一个不满秩，那么
存在另一同行的九宫格也不满秩，所以，此时适应度最大为
241−2=239。

定理 3 如果一个解的适应度为 241，那么必定有且仅有
两列不满秩。

证明：由定理 2 可知，该解的九宫格都满秩。由定理 1
可知，该解有两列不满秩。

由定理 2 和定理 3 可知，当适应度为 241 时，可通过尝
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试交换不满秩的两列中的元素来得到最优解。如图 1 所示，
这是在几何粒子群优化算法求解数独时得到的几组解。在求
解过程中得到解 a，虽然它的适应度为 241，但是不能通过简
单的交换不满秩的两列——第 7 列和第 9 列中的元素来得到
最优解，所以，解 a 属于局部最优解。反观解 b，它的适应
度也为 241，但通过交换第 4 列的第 4 个数字 1 和第 6 列的
第 4 个数字 7，就直接得到最优解。所以，在适应度为 241
时，可以尝试交换不满秩的两列中的元素来得到最优解，这
样就有效减少搜索。事实上就图 1中的数独而言，在 20次成
功得到最优解的运算中，有 11次是在适应度为 241时，通过
交换不满秩的两列中的元素来得到的。

5 3 7

6 1 59

89

6 2 8

54 91

978

8 36

4 18 3

7 62

5 23 9 416 87

6 47 3 821 59

1 89 5 763 24

9 16 2 485 73

2 78 6 534 91

3 54 1 972 68

8 95 2 347 16

4 62 7 198 35

7 31 8 659 42

(a)原始数独 (b)适应度为 241 的解 a

5 43 9 216 87

6 27 3 841 59

1 89 5 763 24

9 16 2 485 73

2 78 6 534 91

3 54 1 972 68

8 95 4 321 76

4 62 7 198 35

7 31 8 659 42

5 43 9 216 87

6 27 3 841 59

1 89 5 763 24

9 16 2 485 73

2 78 6 534 91

3 54 1 972 68

8 95 4 327 16

4 62 7 198 35

7 31 8 659 42

(c)适应度为 241 的解 b (d)真实解

图 1 适应度相同时的不同解比较

4 用于数独求解的几何粒子群优化算法设计
4.1 几何粒子群优化算法求解数独步骤

几何粒子群优化算法求解数独的步骤如下：
第 1步 读入数据：读入原数独文件，数独中的空位用数

字 0表示。
第 2步 构造初始粒子：针对每一个粒子的每一行随机生

成从数字 1 到 9 的排列，将数独该行中原有给定的数字从排
列中剔除，之后将剩余的排列依次填入数独中。这样就在满
足给定数字位置不变的情况下，满足了行排列的约束。

第 3步 适应度函数：计算粒子的行、列和九宫格秩的总
和，当适应度函数值为 243时，该粒子就是数独的最优解。

第 4步 几何交叉：将粒子的当前值、个体历史最优值、
种群历史最优值视为 3 个父代，根据 3 个父代的权重随机产
生掩码，然后进行几何交叉，几何交叉的结果便是下一代
粒子。

第 5 步 几何变异：对于每个粒子的每一行，首先产生
0~1 的随机数字，根据变异频率来决定是否发生变异。当发
生变异时，随机选取粒子每行中非固定的 2个数字进行交换。

第 6步 交换调整：根据第 3节的分析改进算法，当粒子
不是数独的最优解，但是比较接近时，可以通过交换其中不
满秩的两列中的数字来得到最优解，若不能交换则选择其他
的不满秩的两列，交换过的数字不再交换，当这些重复数字
都没法交换时，跳出整个交换过程。

几何粒子群优化算法流程如图 2所示。

判断是否满足
终止条件

否

开始

随机生成初始的粒子和种群

对每个粒子进行适应度
评价，更新个体历史最
优和种群历史最优，对
符合要求的粒子进行交
换调整

几何交叉

几何变异

结束

是

图 2 几何粒子群优化算法流程

4.2 求解结果与分析
依据以上算法的思想，用 C++进行编程，通过求解不同

难度的数独问题，充分理解参数变化与算法性能之间的关系。
影响该算法性能的主要参数变量有 6 个：几何交叉中的 3 个
父代的权重 , , 0a b cw w w  ，其中， aw 为当前粒子值的权重； bw

为个体历史最优值的权重； cw 为种群历史最优值的权重。它
们满足 1a b cw w w   ，变异频率 Mutation ，种群大小
Population和进化次数 Generation 。
将 aw 和 bw 从 0.0、0.2、0.4、0.6、0.8和 1.0取值搭配组

合，而一旦前 2 个权重取定了，第 3 个权重也就定了。变异
频率分别取 0.0、0.3、0.7。种群大小 Population分别取 50、
200、500。进化次数 Generation 固定为 2 000代。针对图 1中
的数独，通过大量实验得到如表 1~表 3的结果。其中，表 1~
表 3 为种群大小为 200 时在 50 次运算中的最佳适应度平
均值。

表 1 变异频率为 0时的最佳适应度平均值
wawb 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0 215 − − − − −
0.8 237 236 − − − −
0.6 230 237 237 − − −
0.4 226 227 237 238 − −
0.2 225 225 229 230 240 −
0.0 209 223 226 228 228 211

表 2 变异频率为 0.3时的最佳适应度平均值
wawb 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0 238 − − − − −
0.8 238 − − − − −
0.6 239 − 240 − − −
0.4 239 238 241 240 − −
0.2 237 240 240 239 239 −
0.0 213 230 233 231 230 219

表 3 变异频率为 0.7时的最佳适应度平均值
wawb 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0 232 − − − − −
0.8 238 − − − − −
0.6 231 − 242 − − −
0.4 228 236 241 237 − −
0.2 224 235 237 234 230 −
0.0 214 238 233 228 225 215

实验表明，当 (0.35,0.45)aw , (0.3,0.5)bw , (0.02,0.13)cw 

时，算法运行的结果较好，求解成功率高。当变异频率较大
时，算法运行结果较好，但是若变异频率过大，算法收敛速
度较慢，所以，变异频率Mutation (0.4,0.7) 时，算法效果较
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