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摘摘摘摘  要要要要：：：：针对 LLE 算法在数据密度变化较大时很难降维的问题，提出一种基于密度刻画的降维算法。采用 cam 分布寻找数据点的近邻，
并在低维局部重建时对数据点加入密度信息。对手写体数字图像进行字符特征的降维，再对降维后的特征进行分类识别。实验结果表明，
该方法能区分字符，具有较好的识别率，能够发现高维空间的低维嵌入流形。 
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【【【【Abstract】】】】In order to improve the correctness of dimensionality reduction algorithms based on Locally Linear Embedding(LLE) caused by data 
density change, a novel approach based on density is proposed in this paper. It adapts cam distribute to find the data’s nearest neighbor, meanwhile, 

adds the data’s density information during the low dimensional local reconstruction. The proposed algorithm is used to reduce the dimensionality of 

input feature, and the reduced feature is classified by simple classifier. Experimental result indicates that the method can effectively improve the 

recognition rate of handwritten digits and can dig the manifold embedded in the high dimensional space. 
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1  概述概述概述概述 

随着信息时代的到来，对高维数据的处理成为迫切需要
解决的问题。如何对高维数据进行降维[1]、有效地减轻维数
灾难[2]、促进高维数据的分类、可视化及压缩，已成为人工
智能与机器学习等领域的研究热点。目前已经提出了许多降
维方法，可以分为线性和非线性两大类，非线性降维方法比
线性降维方法能更好地发掘隐藏在高维数据中的流形分布，
但各种算法本身还存在着局限性，例如流形本征维数的估计、
流形本身带有空洞、维数不固定，以及数据点密度信息很难
把握等问题 [3]。因此，需要在现有的非线性降维方法上做进
一步改进。 

本文秉承了流形学习[4]的思想，从数据密度入手，提出
一种非线性降维的改进算法——基于密度的局部线性嵌入 
(Density-based Weighted Locally Linear Embedding, DWLLE)

算法。 

2  DWLLE算法的提出算法的提出算法的提出算法的提出 

2.1  相关算法介绍相关算法介绍相关算法介绍相关算法介绍 

传统的 LLE算法虽然能够有效地学习非线性流形的全局
结构，但对于分布不均匀的数据，利用欧式距离来选择 k近
邻时容易造成信息选取方向的缺失[5]，影响映射效果。针对
LLE的这一不足，文献[6]在其基础上提出了一种基于权重的
非线性降维算法 WLLE(Weighted Locally Linear Embedding)，
在 WLLE中引入 cam分布，增加了样本点间的权重信息，这
样在选择近邻点时，避免了信息选取方向的缺失。但 WLLE

算法没有很好地考虑到数据间的密度信息，在处理数据密度
变化较大的流形时很难正确降维。图 1 展示了 2 种算法的近
邻选择情况。其中，求星形点的 k近邻，实线内的点是利用
LLE(Locally Linear Embedding)求得的的 k近邻，虚线内的点
是利用 WLLE求得的 k近邻。 

 

图图图图 1  LLE和和和和 WLLE算法算法算法算法的的的的 k近邻选择近邻选择近邻选择近邻选择 

2.2  基基基基于密度的局部线性嵌入于密度的局部线性嵌入于密度的局部线性嵌入于密度的局部线性嵌入 

本文将密度信息的思想引入 WLLE算法中，提出了一种
新的基于密度信息的局部线性嵌入算法(DWLLE)。DWLLE
的主要思想是结合样本本身的流形结构信息，利用 cam分布
来调整样本点之间的距离，在低维线性重建的过程中利用密
度信息来调整权值距离矩阵进行降维。 

给定下述高维观测数据集为 { }1 2, , , Nx x x=X L ， D

ix R∈ ，

求低维坐标 { }1 2, , , Ny y y=Y L ， d

iy R∈ ， ( )d D� 。DWLLE 算
法的具体步骤如下： 

(1)局部近邻选取。在高维空间中利用权重距离寻找每个
数据点 ix 的 k ( k N< )个近邻点。 

(2)计算数据点的局部重建权重矩阵W ，定义误差函数： 

( )
2

1 1min N k
i ji ij jx W xε = == −∑ ∑W                    (1) 
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其中， jx ( 1,2, ,j k= L )为 ix 的 k个近邻点； ijW 是 ix 与 jx 之

间的权值， [ ]T1 2, , ,i i i ikW W W=W L 为第 i个数据点的局部重建  
权值。 

(3)计算每个样本点的密度信息： 
2

maxi i jx xα ∗ = −                             (2) 

2

11 k
ji i jx xα α ∗
== − −∑                          (3) 

并以 iα 校正上步中求得的重建权值 iW ： 

[ ] [ ]T1 2 1 2, , , , , ,N Nα α α∗ = ⋅W W W WL L                (4) 

并且满足： 

1 1k
j ij iW α= =∑                                   (5) 

(4)利用权值矩阵 ∗
W 对原数据点重构，寻找数据集 X 的

低维嵌入Y 。通过最小化重构误差函数： 

( )
2

1 1min N N
i ji ij jy W yϕ = == −∑ ∑Y                    (6) 

来实现。 
引进密度信息，结合式(3)，将式(6)变为： 

( )2 T
1 1min ( ) minN N

i ji i i ij jy W y trϕ α= == − =∑ ∑Y YMY      (7) 

相应的优化问题转化为下列约束条件问题： 
T

T

min ( ) min ( )

s.t.  

trϕ =


=

Y YMY

YY I

                       (8) 

其中， T( ) ( )∗ ∗= − −M I W I W ，相应的输出结果 1 2{ , , ,y y=Y L  

}Ny ， d

iy R∈ 。 

3  时间复杂度分析时间复杂度分析时间复杂度分析时间复杂度分析 

对 DWLLE 算法进行时间复杂度分析，并计算经典算法
PCA、LTSA、LLE、WLLE 的时间复杂度，通过比较来进一
步说明新算法的良好计算性能。 

降维算法的复杂度主要由数据点的个数 N 、原始维数 D

以及近邻点个数 k来确定。 
PCA、LTSA、LLE 算法的时间复杂度分别为 ( )3O D 、

( )2O pN 、 ( )2O pN (其中， p是稀疏矩阵中非零元和零元的

比率)。WLLE 同 LLE 在算法执行中唯一的不同在于寻找近
邻点时要计算数据点间的权重距离，所需的时间为

( )22O ND DN+ ，可知 WLLE 算法总的时间复杂度亦为

( )2O pN 。DWLLE 比 WLLE 算法多考虑了数据点间的密度

信息，计算数据间密度信息时所需的时间 ( )O kN ，对密度信
息的计算并不影响 DWLLE总的时间复杂度。因此，DWLLE
的时间复杂度也为 ( )2O pN ，可见 DWLLE 的时间复杂度与

LLE、LTSA、WLLE 是同阶的，只是比线性降维算法 PCA

的时间复杂度略高。 
通过以上的分析可知：相比其他的非线性降维算法，

DWLLE 算法在考虑到数据间信息密度后时间复杂度上并没
有增加。 

4  实验结果及分析实验结果及分析实验结果及分析实验结果及分析 

4.1  仿真实验测试结果仿真实验测试结果仿真实验测试结果仿真实验测试结果 

仿真实验采用的是经典的瑞士卷、双峰图 2 种密度不同
的流形数据集，其分布在 3维空间上，具有 2 维本质结构。
每一类流形均采样数据点个数分别为 1 000和 2 000，近邻点
k =12。将 PCA、LTSA、LLE、WLLE 作为对比算法来对新
算法的性能进行比较说明。图 2~图 5呈现了各种算法的 2维
嵌入结果。 

          

(a)采样数据      (b)WLLE 算法      (c)PCA算法 

          

(d)LLE 算法       (e)LTSA算法    (f)DWLLE 算法 

图图图图 2  瑞士卷采样瑞士卷采样瑞士卷采样瑞士卷采样 1 000点效果图点效果图点效果图点效果图 

           

(a)采样数据      (b)WLLE 算法       (c)PCA算法 

           

(d)LLE 算法       (e)LTSA算法     (f)DWLLE 算法 

图图图图 3  瑞士卷采样瑞士卷采样瑞士卷采样瑞士卷采样 2 000点效果图点效果图点效果图点效果图 

           

(a)采样数据      (b)WLLE 算法       (c)PCA算法 

            

(d)LLE 算法        (e)LTSA算法     (f)DWLLE 算法 

图图图图 4  双峰图采样双峰图采样双峰图采样双峰图采样 1 000点效果图点效果图点效果图点效果图 

            

(a)采样数据       (b)WLLE 算法      (c)PCA算法 

            

(d)LLE 算法        (e)LTSA算法     (f)DWLLE 算法 

图图图图 5  双峰图采样双峰图采样双峰图采样双峰图采样 2 000点效果图点效果图点效果图点效果图 

从图 2~图 5中得出以下事实：对于采样密度均匀的瑞士
卷流形结构，PCA显然失效，无法正确揭示瑞士卷的低维结
构，WLLE、DWLLE也无法揭示原始数据集潜在的低维结构，
具有严重的扭曲变形问题，相对来说，LTSA、LLE具有明显
优势，均良好地恢复出流形的本质结构。可见，本文算法
DWLLE 对于分布密度均匀的流形数据集进行降维时，效果
不是很理想。但是当对双峰图这种分布不均匀且数据间密度
变化较大的流形数据集进行降维时，LLE、LTSA、PCA所揭
示的低维结构具有明显的奇异性，而 DWLLE和 WLLE的效
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果相对较好。尤其是 DWLLE在考虑到数据间的密度信息后，
降维效果比 WLLE相对更佳。 
4.2  手写体手写体手写体手写体分类分类分类分类识别应用识别应用识别应用识别应用 

为了进一步验证所提算法的性能，在数据库 minst 上将
DWLLE 与 PCA、LTSA、WLLE、LLE 算法进行比较。图 6

为该手写体字符库中部分字符的图像。将 DWLLE 应用到有
监督学习中，采用 minst数据库中的手写体 0~9，每个样本都
只经过简单的二值化并归一化为大小为 28×28 像素的图像，
在训练集中选取 10 类，每类随机选取 10 个样本，并在测试
集中相应的每类随机选取 20 个样本进行测试。实验中未对
minst字符做任何预处理，仅将字符的二值特征作为原始信息
进行降维，为了证明 DWLLE 的降维效果，分类器只选用最
简单的最近邻分类器。图 7 为本文所提算法同其他算法约简
到不同维数的识别率比较。 

 

图图图图 6  部分手写体字符部分手写体字符部分手写体字符部分手写体字符图像图像图像图像 

 

图图图图 7  不同算法在不同算法在不同算法在不同算法在 minst库上识别率与维数库上识别率与维数库上识别率与维数库上识别率与维数 d的的的的关系关系关系关系 

从图 7的总体识别效果来看， LTSA随识别维数的增加，
特别在高于 9维后，信息损失比较严重。LLE和 PCA的识别
率始终保持在 70%左右，比较平稳。WLLE和 DWLLE在考

虑到数据点间的分布情况以及流形的几何结构的同时，通过
权重距离来选择 k 近邻，都能很快地达到较高的识别率，取
得较理想的识别效果。特别是 DWLLE，在考虑到数据间的
密度信息后，相比 WLLE识别率有所提升。由此可见，数据
点间的密度信息在一定程度会导致降维结果出现偏差，影响
整体结果。 

5  结束语结束语结束语结束语 

本文在对 LLE、WLLE 算法进行分析后，提出了一种基
于密度刻画的降维算法——DWLLE，通过考虑数据点间的密
度信息，DWLLE 算法能很好地处理分布不均匀、密度变化
较大的流形数据，实验证明其有效、可行。并且在对手写体
字符识别的实际应用中，在考虑到数据点间的密度信息后，
本文算法不仅具有较好的降维效果、较高的稳定性，而且获
得了较高的识别率，实际应用价值较高。下一步的研究任务
是如何利用 DWLLE 算法减少噪声的干扰、提高算法的鲁  
棒形。 
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(上接第 137页) 
较快。图 5(b)是采用改进粒子滤波算法[5]的跟踪过程，该过
程采用 4 000个粒子；图 5(c)是本文提出的算法的跟踪过程，
该过程采用 50 个粒子，模板大小分别为 70 70× 和 30 30× 。  
图 5(b)、图 5(c)中标识的小圆圈为跟踪到的笔尖。从图 5(b)

可以看出，改进粒子滤波算法虽然使用了较多的粒子数，但
还是易受外界光线、阴影的影响，使跟踪结果不理想，甚至
在书写速度较快时出现脱靶现象。从图 5(c)可以看出，本文
提出的算法虽然使用的粒子数较少却具有较好的跟踪结果。 

4  结束语结束语结束语结束语 

笔尖跟踪是基于视觉的签名识别系统所需解决的首要问
题。本文利用笔尖的形状特点对笔尖进行自动检测与定位，
在此基础上提出一种基于粒子滤波的多模板笔尖跟踪算法，
该算法在采用少量粒子数的情况下，仍能取得较理想的跟踪
效果，且较大程度地克服了因光线、阴影及书写速度过快等
因素导致的跟踪不准确等现象。在后续的研究工作中，可结
合人类运动学模型进一步指导笔尖的跟踪，使其跟踪更具准
确性和鲁棒性。 
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