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摘摘摘摘  要要要要：：：：为解决粗糙集中的属性约简问题，提出一种完备的最小属性约简方法。将差别矩阵中所有有关属性区分的信息都浓缩进一个差别
向量组，计算每个属性在区分 2 个对象的属性集合中出现的概率，作为属性重要性的启发式信息，建立最小属性约简树，得到属性约简。
分析结果表明，该方法可以获得所有的最小属性约简。 
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1  概述概述概述概述 

粗糙集理论是一种新型的处理模糊和不确定知识的数学
工具，属性约简是它的核心内容之一，目前国内外已经提出
了许多属性约简方法。 

基于差别矩阵 [1]的属性约简是属性约简的方法之一，该
方法将信息系统中所有有关属性的区分信息都浓缩进一个矩
阵中，目前很多属性约简算法都是基于区分矩阵或在此基础
上进行改进的[2-6]。文献[7]指出由 Hu 提出的基于差别矩阵的
求核方法求出的核与基于正区域的属性约简的核是不等价
的，也就是说这 2 种属性约简是不等价的，文献[8]进一步研
究指出产生这个问题的根本原因：由于决策表信息系统的不
相容性导致了 Hu 的方法出错，因此对于一致决策表基于差
别矩阵的属性约简与基于正区域的属性约简是等价的。 

对一个信息系统，一般而言求出所有约简与求最小约简
都是 NP 难问题，因此，常借助于某种启发式信息来求近优
解，但很多方法都是不完备的。本文根据差别矩阵的求核原
理提出了一种完备的最小属性约简方法。 

2  相关概念相关概念相关概念相关概念 

定义定义定义定义 1 决策表定义为 , , ,S U R V f=< > ， R C D= ∪ 为属
性集合，其中，U 是对象的有限集；C 是条件属性集； D 是
决策属性集。对于每个属性 a R∈ ， aV 为它的值域。每个属
性有一个决策函数 :f U R V× → 。 

定义定义定义定义 2 把一个给定的决策表的属性区分的信息用一个
差别向量组来表示[9]，即

1 2
( , , , )

nD D D D=E E E E⋯ ，它的任一项

元素 ( , , )
iD i i iO G F=E ( 1,2, , )i n= ⋯ ，其中，O 为可区分对象对；

G 为差别属性集； n 为可区分对象的个数；F 为一个概率向
量， 1 2( ( ), ( ), , ( ))mf a f a f a=F ⋯ ，它的每一项表示该属性出现
的概率， m 为属性个数，令 1,2, ,j m= ⋯ ： 
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定义定义定义定义 3 在一个决策表 , , ,S U R V f=< > 中， R C D= ∪ ，
设 ( )ijm=M 为差别矩阵， P C∀ ⊆ ，若 P 满足： 

(1) ijm∀∅ ≠ ∈M ，有 ijP m∩ ≠ ∅ ； 

(2) a P∀ ∈ ， ' { }P P a= − 均不满足(1)。 

则称 P 是 C 关于 D 的一个属性约简。 

定定定定理理理理 在一个概率向量中，如果其中的某一项元素取值为
1，则该元素所对应的属性为原信息表的核属性。 

证明：令概率向量中的任意一项 ( ) 1jf a = ， 1,2, ,j m= ⋯ ，

因为 1 2( ( ), ( ), , ( ))mf a f a f a=F ⋯ ， ( )jf a = 1/ | |iC ，所以 | |iC =  

1，也就是在相应的区分对象的差别属性集只有该概率向量 

对应的一个属性，即在决策表所有属性中只有这个属性能够
区分这 2 个对象，因此，这个属性就是原信息表的核属性。 

3  最小属性约简算法最小属性约简算法最小属性约简算法最小属性约简算法 

由定义 3 可知，差别矩阵中的每一个非空元素都必须有
至少一个元素保留在属性约简中，用来区分 2 个相应的对象，
所以，一个属性约简即能将所有对象区分开的属性的集合，
一个最小属性约简即能将对象区分开的属性个数最少的属性
约简。 

本文讨论的方法是根据差别矩阵的求核原理，所以，只
考虑一致决策表的情况。该方法在属性约简后决策表要能
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100%地覆盖整个训练集，且对象之间都能区分开。 

在差别矩阵中，属性组合数为 1 的元素表明除该属性外，
其余条件属性无法将该元素对应 2 条决策属性不同的对象区
分开，即该属性必须保留，与决策表中核属性的概念一致，
所以，矩阵中所有属性组合数为 1 的属性均为决策表的核属
性，所有包含核属性的元素所对应的对象都可以由核属性与
其他对象区分开。 

根据这个思路，首先将核属性加入约简，将包含核属性
的元素删除，在剩余的元素中继续寻找能区分其余对象的属
性。在剩余的元素中，每个元素包含的属性中至少要有一个
属性来区分其对应的 2 个对象，即属性约简中至少要包含其
中的一个属性，属性个数越少，被选中的概率越大，以此概
率作为属性的重要性，每个属性被选中的概率为该元素包含
的属性个数分之一，选择重要性大的属性加入约简，然后删
除包含该属性的元素，重复这个过程，直到所有对象都被区
分开。 

将决策表中所有有关属性区分的信息浓缩进一个差别向
量组，以每个属性在区分 2 个对象的属性集合中出现的概率
作为属性重要性的启发式信息，建立最小属性约简树，得到
最小属性约简，并证明该方法是完备的，且用该方法能得到
所有最小属性约简。 

最小属性约简算法的具体步骤如下： 

输入输入输入输入 训练数据 

输出输出输出输出 属性约简树 

Step1 根据原始信息表建立差别向量组，并令 0stop = ，
1h = 。 

Step2 创建结点 N 。 

Step3 选择所有概率为 1 的属性即核属性。 

Step4 如果没有核属性，则标记结点 N 为空属性标记
∅ ，否则标记结点 N 为核属性集合，并删除包含核属性的对
象对应的向量组，将剩余结果存入 11V 。 

Step5 如果剩余差别属性集为空，则加上一个树叶，标
记为“Y”，结束。 

Step6 1h h= + ，对每个分枝分别选择差别属性集中概率
最大的属性，设该层中概率最大的属性共有 m 个，对每个属
性做如下操作： 

Step6.1 长出一个分枝结点，标记为 ia ， 1,2, ,i m= ⋯ 。 

Step6.2 在上一层剩余元素的基础上删除差别属性集中
包含属性 ia 的项，将剩余结果存入 hiV 。 

Step6.3 如果 hiV 为空，则加上树叶，标记为“Y”，并令
1stop = 。 

Step7 如果 0stop = ，则对深度为 h 的每一个分枝执行
Step6。 

Step8 对每一个没有树叶的分枝加上树叶，标记为“N”，
生成最小属性约简树。 

每个树叶标记为“Y”的分枝所对应的属性集合都是一
个最小属性约简。 

4  算法分析算法分析算法分析算法分析 

4.1  最小性证明最小性证明最小性证明最小性证明 

证明：设由该方法得到的任意一个约简为{ 1 2, , , nc c c⋯ }，
对应的概率为 1 2, , , np p p⋯ ，且 1 2 np p p⋯≥ ≥ ≥ ，若有任意属
性 jc (对应的概率为 jp ，且 j np p< )将 ic ( ic ∈ { 1 2, , , nc c c⋯ })

替换，则可能出现 3 种情况： 

(1) jc 只能将 ic 对应的对象区分，则新属性集合为一个约

简，且属性个数与{ 1 2, , , nc c c⋯ }相等，原约简为最小属性    

约简。 

(2) jc 不能将 ic 对应的对象区分，则新属性集合不是一个

约简，需要另外选择属性区分 ic ，这时属性约简中的属性个
数大于约简{ 1 2, , , nc c c⋯ }中的属性个数，所以原属性约简仍 

为最小属性约简。 

(3) jc 不仅能区分 ic ，且能区分其他对象，设被区分的对

象对为 kO ，则 jc 必属于能将 kO 区分开的属性子集，且 jc 在

这里的对应概率为 kp ，即 j kp p= ，因为 1 k np p p≥ ≥ ，对于

概率大于等于 np 的属性都在最小属性约简树中处理过，所以
不属于新的约简情况。 

综上所述，该方法得到的属性约简是属性个数最少的，
即为最小属性约简。 

4.2  完备性证明完备性证明完备性证明完备性证明 

证明：根据 Pawlak 的定义，若属性集 P C⊂ 是给定决策
表的条件属性集 C 的约简，则 P 应满足 2 个条件： 

(1) ( ) ( )P CPOS D POS D= ； 

(2)对任意的 a P∈ ， { }( ) ( )P a CPOS D POS D− ≠ 。 

如果一个属性约简算法求得的属性集同时满足条件(1)

和条件(2)，则称为属性约简的完备算法，如果只满足条件(1)，
则称为属性约简非完备算法。 

本文算法是根据差别矩阵的原理得到的最小属性约简，
能将所有对象区分开，所以满足条件 (1)是显然的。根据    

4.1 节的最小性证明，该方法得到的最小属性约简中去掉任何
一个属性都将有对象对不能区分开，即该约简将不再是一个
约简，所以条件(2)满足。因此，该方法是完备的。 

4.3  算法的复杂度算法的复杂度算法的复杂度算法的复杂度 

经典的基于分辨矩阵的属性约简算法，如 Hu 的差别矩
阵方法求核属性的时间复杂度为 2( )O n m ， ( )n card u= ， m =  

( )card c ；而本文算法只是通过对差别向量进行一次扫描就能
将核属性识别出来，算法的时间复杂度最大仅为 ( )O nm ，对
于每一层都是搜索一次，即找到属性出现概率最大的属性，
假设约简后的属性个数为 r 个，则属性约简树最多为 r 层，
所以，约简算法的最大时间复杂度为 ( )rO nm 。 

在实际搜索过程中由于搜索范围逐渐缩小，时间复杂度
要小得多。 

5  算例算例算例算例 

给定一个决策表如表 1 所示，其中，a,b,c,d,e,f 为条件属
性；g 为决策属性。 

表表表表 1  决策表决策表决策表决策表 

x a b c d e f g 

x1 1 2 2 1 1 1 1 

x2 1 3 1 1 2 3 3 

x3 2 2 2 3 1 2 2 

x4 3 3 2 3 2 1 1 

x5 1 3 1 2 1 3 1 

x6 3 1 3 1 2 2 2 

x7 2 2 3 3 1 2 3 

x8 1 3 2 3 1 2 3 

将属性区分的信息用差别向量组表示，如表 2 所示，为
了描述清楚，将决策表的差别矩阵在此列出，可与差别向量
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组进行比较： 

1 2 3 4 5 6 7 8
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表表表表 2  差别向量组差别向量组差别向量组差别向量组 

O C F O C F 

(x1,x2) (b,c,e,f) (0,1/4,1/4,0,1/4,1/4) (x3,x7) (c) (0,0,1,0,0,0) 

(x1,x3) (a,d,f) (1/3,0,0,1/3,0,1/3) (x3,x8) (a,b) (1/2,1/2,0,0,0,0) 

(x1,x6) (a,b,c,e,f) (1/5,1/5,1/5,0,1/5,1/5) (x4,x6) (b,c,d,f) (0,1/4,1/4,1/4,0,1/4) 

(x1,x7) (a,c,d,f) (1/4,0,1/4,1/4,0,1/4) (x4,x7) (a,b,c,e,f) (1/5,1/5,1/5,0,1/5,1/5) 

(x1,x8) (b,d,f) (0,1/3,0,1/3,0,1/3) (x4,x8) (a,e,f) (1/3,0,0,0,1/3,1/3) 

(x2,x3) (a,b,c,d,e,f) (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6) (x5,x6) (a,b,c,d,e,f) (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6) 

(x2,x4) (a,c,d,f) (1/4,0,1/4,1/4,0,1/4) (x5,x7) (a,b,c,d,f) (1/5,1/5,1/5,1/5,0,1/5) 

(x2,x5) (d,e) (0,0,0,1/2,1/2,0) (x5,x8) (c,d,f) (0,0,1/3,1/3,0,1/3) 

(x2,x6) (a,b,c,f) (1/4,1/4,1/4,0,0,1/4) (x6,x7) (a,b,d,e) (1/4,1/4,0,1/4,1/4,0) 

(x3,x4) (a,b,e,f) (1/4,1/4,0,0,1/4,1/4) (x6,x8) (a,b,c,d,e) (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5,0) 

(x3,x5) (a,b,c,d,f) (1/5,1/5,1/5,1/5/0,1/5)    

根据属性在差别属性集中出现的概率为 1 找到核属性，
这里只有属性 c，将 c 作为最小属性约简树的根结点，并删
除包含 c 的元素，剩余元素的差别属性集合为(a,b),(d,e),(a,d,f), 

(b,d,f),(a,e,f),(a,b,e,f),(a,b,d,e)，见表 3 的第 1 层。 

表表表表 3  建树过程分析表建树过程分析表建树过程分析表建树过程分析表 

层次  分枝属性  剩余属性子集  

1 (c) (a,b),(d,e),(b,d,f),(a,e,f),(a,b,e,f),(a,b,d,e) 

(c,a) (d,e),(b,d,f) 

(c,b) (d,e),(a,d,f),(a,e,f) 

(c,d) (a,b),(a,e,f),(a,b,e,f) 
2 

(c,e) (a,b),(a,d,f),(b,d,f) 

(c,a,d) ∅  

(c,a,e) (b,d,f) 

(c,b,d) (a,e,f) 

(c,b,e) (a,d,f) 

(c,d,a) ∅  

(c,d,b) (a,e,f) 

(c,e,a) (b,d,f) 

3 

(c,e,b) (a,d,f) 

在剩余元素中选择概率最大的属性，即 a,b,d,e，它们的
概率均为 1/2，为每个属性创建一个分枝，并在上一层剩余元
素的基础上分别删除包含这些属性的元素，分别得到差别属
性子集，见表 3 的第 2 层。由于每个分枝的剩余属性集合都
不为空，因此继续对每个分枝分别选择概率最大的属性。为
选出的每个属性创建一个分枝，并在本分枝上一层的剩余属
性集合中删除包含该属性的元素，结果见表第 3 层，其中，
分枝(c,a,d)、(c,d,a)的剩余差别属性子集为空，给这 2 个分枝

加上树叶标记“Y”，由于出现了属性子集为空的情况，因此
停止属性选择，给其他分枝加上树叶标记“N”，生成最小属
性约简树，如图 1 所示。 

 

图图图图 1  最小属性约简树最小属性约简树最小属性约简树最小属性约简树 

在最小属性约简树中，每一个标记为“Y”的分枝上的
属性组合即为一个最小属性约简，这里有 2 个属性组合，即
(c,a,d)和(c,d,a)，由于这 2 个分枝包含的属性相同，因此得到
一个最小属性约简(a,c,d)。 

6  结束语结束语结束语结束语 

本文提出一种完备的最小属性约简方法，根据差别矩阵
的求核原理，以每个属性在 2 个对象属性集合中出现的概率
作为属性重要性的启发式信息，逐渐缩小选择属性的范围，
直到找到最小的属性约简。在处理过程中，由于分别处理的
情况太多，因此需要建立一棵类似于决策树的最小属性约简
树，以便从最小属性的约简树得到所有的最小属性约简。 
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