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摘摘摘摘  要要要要：：：：针对支持向量机多类分类问题，根据样本点集凸包找寻模式类间隙，通过提取模式类间隙多边形中轴线构造多类分类边界。当基
本支持向量机扩展为多类分类问题时，该方法克服了 OAO 和 OAA 等传统方法存在的决策盲区和类别不平衡等缺陷。基于仿真数据集的   

实验结果表明，构造的分类边界在保证分类精度的同时，能够使分类空隙最大化，实现对线性可分多类数据的最优分类。 
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1  概述概述概述概述 

支持向量机(Support Vector Machine, SVM)是一种基于
统计学习理论的机器学习方法，具有推广能力强、维数不敏
感等优良性能，广泛应用于模式识别、函数回归、故障诊断
等。SVM 在本质上解决的是 2 类分类问题，而实际应用中的
模式识别往往是多类分类问题。如何将 SVM 推广至多类别
分类领域是机器学习的研究热点之一[1]。 

有通过改变 SVM 目标函数使 SVM 本身成为多类分类器
的方法，当训练样本数目相对较大时，存在运算时间长且误
差较大的问题。 

也有将多类分类问题转化为 2 类分类问题，如 OAA(One- 

Against-All)和 OAO(One-Agianst-One)等。这些方法对于多类
分类问题需要依次两两分类下去，导致出现决策盲区和类别
不平衡等缺陷[2]。 

为了克服上述缺陷，本文根据 SVM 几何学的观点，基
于最优分类面概念，提出线性 SVM 多类分类器构造方法。 

2  SVM 最优分类线的几何最优分类线的几何最优分类线的几何最优分类线的几何求解法求解法求解法求解法 

SVM 从线性可分情况下的最优分类面发展而来。如图 1

所示的二维 2 类线性可分情况，图中实心点和空心点分别表
示 2 类训练样本，H 为把 2 类没有错误地分开的分类线，  

H1、H2 分别为过各类样本中离分类线最近的点且平行于分
类线的直线，H1 和 H2 之间的距离叫做 2 类的分类间隔或分
类空隙。所谓最优分类线，就是要求分类线不但能将 2 类样
本正确地分开，而且要使 2 类的分类空隙最大。前者保证经
验风险最小，后者使推广性的界中的置信范围最小，即真实
风险最小。推广到高维空间，最优分类线就成为最优分类面。 

 

图图图图 1  最优分类线示意图最优分类线示意图最优分类线示意图最优分类线示意图 

构造最优分类面的方法有平分最近点法和最大间隔法，
它们求解得到的是同一个超平面。如果把分类中的每一类都
看成一个凸包集合，根据 SVM 工作原理，如图 2 所示，要
将图 2(a)中的 2 类模式分开，即寻找一个超平面，该超平面
为两数据类的凸包之间最近 2个点的连线的平分线，如图 2(b)

所示，其核心是寻找最大空白边缘超平面，等价于寻找 2 个
相应凸包的最近点[3]。 

    
(a)凸包                   (b)最优分类线 

图图图图 2  最优分类线的几何求解法最优分类线的几何求解法最优分类线的几何求解法最优分类线的几何求解法 
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对于线性不可分情况，待分类样本可以通过选择适当的
非线性变换φ(x)映射到某个高维的特征空间，使得在目标高
维空间这些样本线性可分。这个非线性映射函数φ(x)称为核
函数[4]。将实际问题通过非线性转化到高维特征空间，在高
维空间中构造线性函数实现原来空间中的非线性，这一特殊
性质能保证机器有较好的泛化能力，同时还巧妙地解决了维
数灾难问题，使其算法复杂度与样本维数无关。构造线性
SVM 的空间称为判别域空间。本文研究判别域空间的多类数
据最优分类线构造问题。 

3  线性线性线性线性 SVM 多类分类器几何构造方法多类分类器几何构造方法多类分类器几何构造方法多类分类器几何构造方法 

c 类样本数据在二维判别域空间的分布表征为判别域平
面的离散点集。如图 3 中 c=3。为了在某个空间中进行分类，
通常假设同一类的各个模式在该空间中组成一个紧致集[5]。 

 

图图图图 3  3 类样本数据的二维判别域空间分布类样本数据的二维判别域空间分布类样本数据的二维判别域空间分布类样本数据的二维判别域空间分布 

对于 c 类离散点集的分类，构建最优分类线即决策线的
流程图如图 4 所示，包括以下 4 个主要步骤：(1)生成离散点
集凸壳；(2)寻找判别域内模式类间空隙多边形；(3)提取间隙
多边形中轴线；(4)延展中轴形成多类分类决策线。 

 

图图图图 4  线性线性线性线性 SVM 多类分类线构建流程多类分类线构建流程多类分类线构建流程多类分类线构建流程 

3.1  凸壳的生成凸壳的生成凸壳的生成凸壳的生成 

凸壳也称最小凸包，是包含集合 S 中所有对象的最小凸
集。平面点集 S 的凸壳是包含 S 中所有点的最小凸多边形，
其顶点为 S 中的点。目前，计算平面点集凸壳的算法主要有
卷包裹法、格雷厄姆算法、分治算法和 Z3-8 算法等[6]。本文
以格雷厄姆算法为基础生成离散点集的凸壳。 

图 5(a)是对图 3 的 3 个离散点集分别进行凸壳运算生成
的子类凸壳，图 5(b)是混合判别域平面上所有离散点集后进
行凸壳运算求得的整体凸壳。 

    

(a)各子类凸壳               (b)整体凸壳 

图图图图 5  凸壳凸壳凸壳凸壳的的的的生成生成生成生成 

3.2  模式类间空隙多边形的生成模式类间空隙多边形的生成模式类间空隙多边形的生成模式类间空隙多边形的生成 

模式类间空隙多边形是通过整体凸壳与子类凸壳之间的
差集计算获得的，利用了多边形差集的布尔运算概念 [7]。针
对图 3 的 3 类样本数据，整体凸壳与子类凸壳之间的差集计
算获得的模式类间空隙多边形如图 6(b)所示。找到此分类间
隔多边形，即找到了决策线构建的区域。 

    

(a)凸壳                  (b)凸壳差集 

图图图图 6  模式类间空隙多边形模式类间空隙多边形模式类间空隙多边形模式类间空隙多边形的的的的生成生成生成生成 

3.3  间隙多边形中轴线间隙多边形中轴线间隙多边形中轴线间隙多边形中轴线的的的的提取提取提取提取 

多边形中轴也叫多边形的对称轴、骨架线或中线，具有
中间性、连续性和唯一性的特点。本文正是利用中轴线的这
3 个特点，提取模式类间空隙多边形的中轴线。中轴线将模
式类间空隙多边形分割成无偏倚的 c 个区域(c 为模式类的数
目)时，中轴线的连续性避免了决策盲区；中轴线的中间性使
每个模式类得到的分类间隙最大，体现了最优分类线的特点，
避免了类别不平衡的缺陷；中轴线的唯一性保证所构成的多
类分类线存在且是唯一的。本文模式类间空隙多边形中轴线
的提取是在任意多边形 Delaunay 三角剖分的基础上，采用非
约束边中点法的中轴构建方法实现的。 

(1)任意多边形 Delaunay 三角剖分 

对多边形进行中轴线的构建，首要步骤是对多边形进行
Delaunay 三角剖分，即将多边形拆分为满足 Delaunay 三角剖
分原则的三角网。Delaunay 三角剖分具有唯一性、最优性、
区域性等优异的特性[8]。 

本文研究的任意多边形的 Delaunay 三角剖分算法，在构
网时加入约束边，而且在生长法的基础上附加约束条件，从
而实现对任意多边形的 Delaunay 三角剖分[9]。用于图 6(b)空
隙多边形的 Delaunay 三角剖分，结果如图 7 所示。 

 

图图图图 7  模式类间空隙多边形的模式类间空隙多边形的模式类间空隙多边形的模式类间空隙多边形的 Delaunay 三角剖分三角剖分三角剖分三角剖分 

(2)多边形中轴的构建 

常用的提取多边形中轴线的方法有质心法、中线中点法、
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非约束边中点法和 Voronoi 图法。相比其他方法，非约束边
中点法得到的中轴线过渡更柔滑，用于区域划分时更具有优
越性而被本文采用。具体方法是：对给定的多边形 Delaunay

三角网，考察网络中的三角形与约束边之间的关系，可以将
网络中的三角形分为 3 类：2 边为约束边的Ⅰ类三角形，只
有一边为约束边的Ⅱ类三角形，3 边中没有约束边的Ⅲ类三
角形。对于 I 类三角形，取三角形中非约束边中点和及其所
对应的三角形顶点的连线；对于Ⅱ类三角形，取三角形中两
非约束边中点的连线；对于Ⅲ类三角形，取三角形质心和其
3 边中点的连线。将这些连线按照其拓扑关系连接成一个整
体，即为所求中轴线。 

应用于图 7 的 Delaunay 三角剖分后的多边形进行中轴构
建，结果如图 8 所示。该中轴线将多边形分为 3 个部分，即
是将 3 类模式之间相关联的公共区域划分成了 3 个部分，中
轴起到了决策线的作用。但是，此时的决策线只是各类之间
分类空隙内的。实现整个判别域的划分，需延展中轴，将整
个判别域划分成互不连通的 3 个区域。 

 

图图图图 8  多边形中轴线的提取多边形中轴线的提取多边形中轴线的提取多边形中轴线的提取 

3.4  中轴线在模式空间的延展中轴线在模式空间的延展中轴线在模式空间的延展中轴线在模式空间的延展 

中轴线在模式空间延展时，延展线以中轴线的端点为起
点，还需确定延展线方向。方法如图 9 所示，在 II 类三角形
△ABC 中，非约束边 AB 的 2 个端点 A 和 B 分别为不同模式
类 ω1 类与 ω2 类的点，AB 的中点为中轴线的端点，则以该
点为起点，沿平行于角∠ACB 平分线的方向延伸中轴线至判
别域边界。 

 

图图图图 9  延展线构建示意图延展线构建示意图延展线构建示意图延展线构建示意图 

采用上述方法，延伸图 8 中的中轴线至判别域边界，如 

图 10 所示。将判别决策线抽取出来还原到判别平面中，如  

图 11 所示。可以看到，该判别域决策线具有封闭性及连续性
的特点。 

    

图图图图 10  中轴线的延展中轴线的延展中轴线的延展中轴线的延展     图图图图 11  样本数据的分类线样本数据的分类线样本数据的分类线样本数据的分类线 

4  结束语结束语结束语结束语 

本文基于 SVM 几何学的观点，提出了一种多类分类新
方法，即通过样本点集凸包运算，找寻模式类间隙，提取模
式类间隙多边形中轴，中轴线在模式空间的延展构成多类分
类边界。 

基于仿真数据集的实验表明，该方法所构造的分类边界
在保证分类精度的同时，能够使分类空隙最大化，使得 SVM

能够实现对线性可分多类数据的最优分类。 

本文提出的方法适用于模式类在二维判别域空间满足可
分要求的多类分类问题。 
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