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摘摘摘摘  要要要要：：：：针对较大数据集在区分函数范式转换获得约简解集时的困难性，提出一种基于区分矩阵与区分函数的同元转换约
简算法。利用区分矩阵保留数据集的全部分类信息，使用区分函数建立分类信息的数学逻辑范式，从低元的合取范式分步
转换为析取范式，根据同元转换算法和高元吸收算法，若能够吸收完全则回退，否则再次调用算法进入转换运算。实例演
算结果表明，该算法能缩小一次转换规模，灵活地运用递归算法，使得运算简洁有效。 
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【【【【Abstract】】】】Aiming at the difficulties of the form transferring on large datasets to get reducts, a same element conversion reduction 

algorithm based on discernibility matrix and discernibility function is put forward. It uses discernibility matrix to keep all 

classification information of data set, and discernibility function constructs the mathematical logic form from the classical 

information. The algorithm begins from lower rank of Conjunctive Normal Form(CNF) into Disjunctive Normal Form(DNF). 

According to the same element conversion algorithm and high element absorption algorithm, if higher ranks are absorbed, the 

algorithm can return; else the algorithm can enter itself to next circle. Calculation results show that this algorithm greatly reduces the 

once scale of transform, neatly uses the mature recursive algorithm and works compactly and effectively. 
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1  概述概述概述概述 

区分矩阵又称差别矩阵、分明矩阵、可辨识矩阵等，
与区分函数是在对粗糙集理论[1-2]深入研究的基础上，由文
献[3]提出的，是粗糙集研究和应用的重要数学工具，也是
粗糙集理论的重要发展。其突出的意义是抽取数据集的分
类差异知识，数学形式化属性关系，将数据集的属性约简
转变为数学逻辑式范式的转换，完成范式转换，则可获得
数据集的所有约简解。在对小型数据集的应用中，效果明
显、应用广泛[4-5]。但在对于高维大数据集的应用中，则存
在一定难度，在区分矩阵抽取分类知识、并区分函数简化
后，逻辑范式中子式较多，并且随着维度的增加，子式数

量将呈指数式增加。范式转换将出现组合性爆炸。文献[3]

认为获取最小约简的算法需在一定约束条件下进行。 

从区分矩阵提取数据分类信息和区分函数将属性约简
转变为数学处理，参考研究领域对可满足性(Satisfiability, 

SAT)问题的探索和发展，经过分析数据集的核属性特征、 

区分函数的数据特征，以及约简解的属性分类意义，研究
发现，一定规模的大数据集在采用区分矩阵与区分函数获
取约简解时，范式转换可采用分步转换的方法，将一次的
大转换变为多次的小转换，最后组合转换结果，可达到整
体范式转换的目的，并可减少运算量，具有一定适用范围。
由此设计了相应的约简算法有：递归同元转换约简算法
RCRA(Ranking Conversion Reduction Algorithm)和合取范式
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(Conjunctive Normal Form, CNF)对析取范式 (Disjunctive 

Normal Form, DNF)的元转换算法 sCCA(sub-CNF Con- 

version Algorithm to subDNF)，采用递归调用，可有效获得
数据集的约简解集。其中，在整理区分函数后，从含元较
少的 CNF 子式集开始转换，在获得该元的 DNF 子式后，
对未转换子式做吸收运算。 

2  基于区分矩阵与区分函数的属性约简基于区分矩阵与区分函数的属性约简基于区分矩阵与区分函数的属性约简基于区分矩阵与区分函数的属性约简 

2.1  区分矩阵与区分函数区分矩阵与区分函数区分矩阵与区分函数区分矩阵与区分函数 

与基于粗糙集理论的启发式属性约简研究相比，区分
矩阵将数据处理的粒度建立在数据集中任意两两对象间所
有差异分类的知识基础上。 

设信息系统 S=(U, A, V, f)，其中，论域 U 为对象集合，
U={x1, x2, …, xn}，A=C∪D为属性集合，其中，C 为条件属
性；D 为决策属性；f 是信息函数，f:U×A→V，C∩D=Ø，
信息系统为相容数据集。区分矩阵 M定义为： 
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由于 M为对称矩阵，一般取其下三角矩阵。 

在此基础上定义区分函数 fd： 

{ }| , 1 , 0d ij ijf c c m i j n m= ∧ ∨ ∈ < ≠≤ ≤       (2) 

在 fd由M 中每个元素的属性间取析取关系后，各元素
间再取合取关系，为一布尔表达式的合取范式。如果对该
合取范式依数学运算转变为析取范式，则所获得的析取范
式中每一个合取子式就是数据集的一个约简解，所有合取
子式组成数据集的约简解集。 

2.2  SAT 问题与问题与问题与问题与 CNF 转换转换转换转换 

CNF 与 DNF 范式的转换在低维下较易实现，当维数增
大时，范式转换就较困难。区分矩阵和区分函数将属性约
简问题转化为数学问题，从属性关系式转为合取范式，这
也类似于很多应用问题，在数学处理的最后，即求解合取
范式 CNF 向析取范式 DNF 的转换。在离散数学和算法的
研究中，将求取满足合取范式的合取子式称之为单调布尔
函数素项(prime)的求取[6]。 

素项的求取广泛应用于命题逻辑、电路逻辑设计中，
只是以逻辑元和逻辑元非、逻辑门和逻辑门非为基本逻辑
运算单位，运用逻辑非运算，转换的前提是将合取范式变
换为主合取范式。通常情况下，在主合取范式中的析取子
式的数量增加至 2

n项(n为逻辑元的数量)，完全形式的转换
求解只能在一定规模下使用。该项研究也是人工智能、机
器定理证明、计算领域大量组合优化问题的重要技术，在
离散数学[6]、计算机应用领域等一直是讨论的热点[7-8]。研
究中将高维下求解可获得的合取子式，称为 CNF 的可满足

性问题[8]。 

SAT 问题在 20 世纪 60 年代提出，1971 年证明它为世
界上的第 1 个 NP 问题。随后在世界范围展开了关于 SAT

问题求解的快速算法研究：完全的枚举快速算法和非完全
的局部寻优启发式算法，推动了算法理论的发展[8-9]。 

区分函数的 CNF 中没有非元，使范式的复杂性减少，
求解难度降低。目前，从区分函数获取属性约简解的非完
全局部寻优法研究较多[10-11]，而一定数据集规模下 CNF 向
DNF 转换的完全枚举算法却探讨不多。因为启发式方法的
局部寻优不能确定解与最优解的距离，所以获取最小约简
解始终有待更深入的探讨。区分矩阵和区分函数以数学关
系明确了数据集对象间的分类知识，这为完全枚举算法的
设计建立了基础。 

3  范式范式范式范式与范式转换与范式转换与范式转换与范式转换 

基于粗糙集理论，数据集的属性约简在区分函数的数
学意义下，可进行以下分析和推导。 

3.1  多元范式多元范式多元范式多元范式 

在区分矩阵M 中，只有一个属性的元素是区分 2 个对
象的唯一属性，称为数据集的核属性，不可约简。多于一
个属性的元素，则表明在需要约简时可取其一。在约简分
析时，有多个属性的元素如果其中包含有核属性，则这    

2 个对象的分类已有核属性，其他属性均可约简掉。 

在由区分矩阵获得区分函数 fd 的数学简化中，只有一
个属性的子式保留，保留后则可吸收所有含有它的析取子
式。按照集合运算，fd中含有多个属性的子式，可吸收以它
们为子式的析取子式，这样 fd的 CNF 可简化为 prime CNF。 

经典的汽车数据库(CTR 数据集)包含 21 个记录对象和
9 个属性(设属性表示为 a、b、c、d、e、f、g、h、i)。由          

式(1)，此数据集可获得区分矩阵(略)，再由式(2)可获得区
分函数 fd。fd中的核属性为 d、i，另外还有子式 a∨b、a∨f、 

b∨e∨g，它们可对 fd中的其他子式做进一步的吸收律运算，
运算后得到 CTR 数据集的 prime CNF： 

fd=d∧i∧(a∨b)∧(a∨f)∧(b∨e∨g)∧(b∨e∨f)∧ 

(a∨c∨g)∧(a∨g∨h)∧(a∨e∨g)∧ 

   (c∨e∨f∨g)∧(e∨f∨g∨h)                       (3) 

其中，各子式间不再有包含关系。 

由式(3)可见，prime CNF 的各析取子式中属性个数不
一。在 SAT 问题的研究中，如果一个布尔合取范式的每个
乘积项最多是 k个因子的析取式，就称之为 k 元合取范式，
简记为 k-CNF。区分函数的 prime CNF 不属于任何确定的
k-CNF，但如果将属性个数相同的析取子式放在一起，则
prime CNF 是若干 k-CNF(k=1,2,…)的组合。 

定义定义定义定义 1 区分函数 fd中包含 1 个属性的合取(析取)子式
称为一元合取范式，记为 CNF1；包含 2 个属性的析取子式
组成的合取范式称为二元合取范式，记为 CNF2；以此类推。
由 k个属性的析取子式组成的合取范式称为 k元合取范式，
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记为 CNFk。称 k>1 的子范式集为多元合取范式，或高元合
取范式。 

假设区分函数的 prime CNF 可表示为：CNF=CNF1∧ 

CNF2∧…∧CNFk，k>1。 

定义定义定义定义 2 将所有 k 元和高于 k 元的合取范式集合记为
CNFk+，则有 CNF=CNF1∧CNF2∧CNF3+。 

定义定义定义定义 3 对 CNFk(k>1)中的各析取子式，相应称为二元
析取子式、三元析取子式等，也统称为多元或高元析取   

子式。 

3.2  一元范式一元范式一元范式一元范式 

对于区分函数中一元范式的核属性，或多元析取子式
中的不同属性，在范式转换时进行同等处理。在文献[12]

对实际物理数据进行约简分析时，核属性表现出以下现象： 

(1)当数据表对象数一定时，如果属性多、属性的取值
多，则核属性集大，最大时可能所有属性都是核属性；反
之，若属性少、属性取值少时则核属性集也小，最小时系
统核属性集为空。 

(2)若各属性取值确定，当数据表对象增多时，核属性
集有增大的趋势；当对象数减少时，核属性集有减小的   

趋势。 

这种变化说明，核属性随数据集中数据的变化而变化，
它是某 2 个对象分类的关键属性，但不是物理系统的固有
关键属性。区分函数通过各属性在逻辑关系上的差异表现
了各自不同的重要性，同时，表现了各属性没有差别都依
从逻辑关系，可进行所有可能的数学运算。 

3.3  范式转换范式转换范式转换范式转换 

合取范式对于析取范式的转换，在高维情况下，如果
随机地从析取子式中选取，依赖于选择标准，通常需要   

第 2 次约简运算[13]。 

运用数学方法将 CNF 转换为 DNF，若以缩小一次转换
规模为基础，以同元(含相同数量的属性)的合取范式作为一
次转换的规模，可为算法设计增加约束条件，另外在不受
运算顺序限制下，可以选择从低元至高元进行转换。这样
转换的益处是： 

(1)低元析取子式中属性个数少，既可确保某属性的选
择，也易于选择。 

(2)高元析取子式中属性个数多，则被其他析取子式选
择属性后吸收的可能性大，这样可减少对高元的转换，减
少运算量。 

由此，依据定义 1，算法设计先从二元合取范式 CNF2

的析取子式中选择属性。某一个同元 CNFk转换为 DNFk后，
与 DNFk−1 合成，并吸收 CNFk+1 中的析取子式。 

一般 DNFk为包含一个或多个属性的合取子式，各个子
式对高元的吸收结果产生运算分支，转换层次增多，分支
也会增多。但在多层的分支后，分支数将收敛，如同有限
集合中的子集组合数。同元转换并吸收运算的结果，即高
元析取子式的快速收敛过程。 

4  约简算法约简算法约简算法约简算法 

在逐步的同元转换间采用了吸收算法和成熟的递归算
法[14-15]，全约简算法设计通过 3 个部分实现： 

(1)主控部分：预处理和算法过程调用。 

(2)同元转换部分：完成各高元同元 CNFk(k≥2)向 DNFk

的转换。 

(3)吸收运算部分：将 DNFk 中的各元素代入高元
CNFi(i>k)中运算。将高元吸收完，或产生新的高元合取范
式：CNFk+1∧CNFk+2∧…，再进入同元转换部分的运算。 

4.1  数据准备和递归调用数据准备和递归调用数据准备和递归调用数据准备和递归调用 

数据准备和递归调用由主控算法 RCRA，算法步骤   

如下： 

Step1 定义各存储数组。 

Step2 数据输入。 

Step3 依据式(1)计算区分矩阵，同时通过比较和吸收
直接获得区分函数 Prime CNF。 

Step4 用数组存储同元排列的 Prime CNF，并取出
CNF1 存入解集。 

Step5 进入递归程序 sCCA。 

Step6 获得所有约简解，解集整理，输出解集。 

4.2  同元转换算法同元转换算法同元转换算法同元转换算法 

同元转换算法是递归算法 sCCA 的第一部分。算法步
骤如下： 

Step1 确定算法参数：元数 k，k 元的析取子式数 n，
高元合取范式 CNFk+(k≥2)。 

Step2 取出 CNFk，计算各属性频率。 

Step3 对频率为 n的属性直接存入 k 元解集。 

Step4 对余下属性依析取关系做组合运算，并去除相
同、被包含的组合。 

Step5 运算结果存入 k元解集。 

4.3  高元吸收算法高元吸收算法高元吸收算法高元吸收算法 

高元吸收算法是递归算法 sCCA 的第 2 部分，即将已
获得的 k元解集代入 CNFk+1+中，用循环完成分支吸收运算。
算法步骤如下： 

Step1 判定是否还有 CNFk+1+，若否，则将 k 元解集与
k−1 元解集组合，退出本轮计算；否则进入 Step2。 

Step2 开始循环 k 元解集，至解集依照顺序计算完毕。 

Step3 取出 k元解集中的一个转换合取子式，存入一维
数组。 

Step4 循环将每一个属性代入 CNFk+1+中比较，去除包
含有所选属性的析取子式。 

Step5 结果判定，如果 CNFk+1+吸收完，将 k 元解集与
k−1 元解集组合，转 Step3；如果 k 元解集依序算完，k=k−1

退出本轮计算。否则进入 Step6。 

Step6 将吸收运算结果 CNF’k+1+整理，k=k+1 再次调用
sCCA。 
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5  实例演算实例演算实例演算实例演算 

采用 RCRA 和 sCCA 进行实例演算。取经典 CTR 汽车
数据集，由式(3)，Prime CNF 为： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

CNF d i a b a f

b e g b e f a c g

a g h a e g

c e f g e f g h

= ∧ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧

    ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧

    ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧

    ∨ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∨

 

可表示为： 

CNF=CNF1∧CNF2∧CNF3∧CNF4 

利用主程序取出 CNF1，以 k=2，n=2 和 CNF2+第 1 次
进入递归算法 sCCA。sCCA 取出其中的 CNF2，提取各属
性频率，其中，属性 a 的个数等于 n，则 a 为一个合取子式，
余下的 b 和 f组成一个合取子式，DNF2=a∨(b∧f)。 

用 sCCA 对高元 CNF3+进行吸收运算。循环首先以 a 

作为第 1 个二元的解，运算后得到 CNF3+’： 

CNF3+’=((b∨e∨g)∧(b∨e∨f ))∧ 

       ((c∨e∨f∨g)∧(e∨f∨g∨h)) 

对此 k=k+1，sCCA 递归第 2 次进入。程序对 CNF3+’

的 2 个三元析取子式转换，首先得到属性 b、e分别为 2 个
一元合取子式，其余 2 个属性 g和 f为另一个合取子式，有
DNF3’=b∨e∨(g∧f)。吸收计算将此结果再分成 3 个分支，
循环先取 b 对后续的四元析取子式做吸收化简，但不能吸
收任何子式，返回该支的 CNF4’为： 

CNF4’=(c∨e∨f∨g)∧(e∨f∨g∨h) 

继续 k=k+1，第 3 次递归进入 sCCA。程序对该 2 个四
元析取子式进行转换，得到属性 e、f、g 分别为 3 个一元合
取子式，属性 c 和 h 为另一个合取子式，有 DNF4’=e∨f∨   
g∨(c∧h)。分别进入吸收运算，判定不存在 CNF5’，则将    

4 个解分别与前期解组合得到 4 个约简解，简记为 red： 

(1)

(2)

(3)

(4)

red d i a b e

red d i a b f

red d i a b g

red d i a b c h

= ∧ ∧ ∧ ∧

= ∧ ∧ ∧ ∧

= ∧ ∧ ∧ ∧

= ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

 

本轮结束，k=k−1，运算回到第 2 次进入的 sCCA，继
续循环选取属性 e 进行吸收运算。2 个四元析取子式均包含
属性 e，则被吸收完，属性 e 与前期解组合得到一个解： 

(5)red d i a e= ∧ ∧ ∧  

运算再选择下一个 DNF3’的解 g∧f 进行吸收运算，同
样 2 个四元析取子式被吸收完，解 g∧f 与前期解组合得到
一个解： 

(6)red d i a g f= ∧ ∧ ∧ ∧  

本轮循环结束，k=k−1，退回第 1 次进入的 sCCA，继
续循环，选择 DNF2 的第 2 个解(b∧f)进行吸收运算。运算
返回 CNF3+”： 

CNF3+”=(a∨c∨g)∧(a∨g∨h)∧(a∨e∨g) 

该分支再次调用 sCCA，属性 a和 g的频率与该元子式 

个数相同，各作为一元合取子式，其余属性 c、h、e 合取
为另一合取子式。有 DNF3”=a∨g∨ (c∧e∧h)。分支进入
吸收运算，判定不存在 CNF4”，则 3 个解分别与前期解组
合，得到 3 个约简解： 

(7)

(8)

(9)

red d i b f a

red d i b f g

red d i b f c h e

= ∧ ∧ ∧ ∧

= ∧ ∧ ∧ ∧

= ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

 

本轮结束，k=k−1，运算回到第 1 次进入的 sCCA，并
完全退出 sCCA，回到主控算法 RCRA。 

整理运算结果，最后得到 7 个约简解。 

CTR 数据集的区分函数 fd 由 CNF 合取范式，经过
RCRA 和 sCCA 转变为 DNF 析取范式： 

fd=CNF=DNF= 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

d i a e d i a g f

d i a b f d i a b g

d i b f g d i a b c h

d i b f c h e

∧ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ∧ ∧ ∨

∧ ∧ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ∧ ∧ ∨

∧ ∧ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∨

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

  

其中，最小约简解为(d, i, a, e)。 

CTR 数据库约简解树型结构如图 1 所示，路径上属性
最少的组合，就是最小约简解。 

 

图图图图 1  CTR 数据库约简解树型结构数据库约简解树型结构数据库约简解树型结构数据库约简解树型结构 

从算例可见，整个算法包含区分矩阵、区分函数的
prime CNF、以及约简解集的获取。当前研究的区分矩阵算
法复杂度为 O(|U|

2
)

[16]；而从区分矩阵获得 prime CNF 的集
合吸收运算，最坏情况下的时间复杂度为 O(|U|

4
/8)，一般因

矩阵 M中包含较多空元素，且吸收运算的效果是M 中元素
以指数式减少，因此，复杂度<<O(|U|

4
)

[17]。 

作为广度搜索，相对于全组合运算，递归 sCCA 算法
的最坏情况是所有子式同元。若数据集有 m 个属性，当子
式中元的数量为[m/2]时，子式数可能达到最大。如果以等
子式数作分组转换，仍可为 sCCA 运算。sCCA 的运算规模
是子式数和子式中元数量的函数。因子式数随着调用过程
的进行，以指数减少，运算规模在低元较大，所以，低元
的吸收运算规模表现了算法的规模，且小于 O(|C|

2
|U|

2
)。分

步转换及高元吸收使转换的组合数，以及需进一步转换的
子式数均以指数方式减少，相对于一次转换减少了空间和
时间。 
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6  结束语结束语结束语结束语 

本文提出一种基于区分矩阵与区分函数的同元转换约
简算法。经区分矩阵的全息分类知识和区分函数将数据集
的属性约简转变为集合运算，参照系统核属性的意义，拓
展至多个属性的析取子式。该算法由 3 部分组成，即主控、
同元转换和高元吸收，后 2 部分组成递归运算，分别完成
吸收、回退和再调用。算例证明该算法有效。下一步将进
行软件的运行验证及复杂度分析。 
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的存储与负载平衡，可以成为云计算资源“按需分配”的
可靠技术基础之一。由于受实验条件和环境的限制，研究
工作还不完善。本文只进行简单的仿真实验，并未开发完
整的系统并在现实的云计算环境中进行部署，与当前商业
化的分布式存储系统中数据副本管理模块尚存在一定的距
离和可比性。因此，它的系统的可用性还需要做进一步的
测试。在本文工作基础上，今后将在以下 3 个方面展开研
究：(1)“机架选举”算法的优化：主要针对绿色数据中心
的需求，进一步提高算法的节能性和智能性；(2)“多路线
性散列”算法的优化：云计算环境下的服务器故障是一种
系统常态，需要研究自治的故障检测与恢复策略；(3)数据
一致性的研究：数据一致性是数据副本管理模型不可回避
的问题，需要进一步深入研究数据副本管理模型与事务内
存系统的集成方法及编程模型，以保障系统数据一致性。 
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