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摘摘摘摘  要要要要：：：：L1-PCA 相比传统的主成分分析(PCA)更具鲁棒性，但是 L1-PCA 算法存在很多局部最优解且秩约束计算较为复杂。
为此，提出一种基于迹范数的 L1-PCA 算法。利用迹范数近似代替矩阵的秩，以解决秩约束存在很多局部最优解的问题，
采用基于增强拉格朗日乘子的方法对算法求解，并将其应用于图像的降噪处理。实验结果表明，利用该算法降噪后的图像
轮廓清晰、同类图像特征明显趋同。 
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【【【【Abstract】】】】Compared with Principal Component Analysis(PCA), L1-PCA has better robustness. But, there are some problems in 

the L1-PCA such as locally optimal solutions, computational complexity of rank. In order to solve the problems, the paper proposes 

a new algorithm of L1-PCA based on trace norm, it uses trace norm approximate to instead of matrix rank, and solves the problem 

that rank constraint has many local optimal solution, and the solution algorithm is based on Augmented Lagrange Multiplier(ALM) 

and applies it in noise reduction of images. Experimental results show that the image outline of this algorithm after doing noise 

reduction is clear and objects within the same class become more similar. 
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1  概述概述概述概述 

随着技术的进步，许多应用领域的数据呈现出高维的
特点。维数的增长给数据分析带来了巨大的挑战。通过降
噪提取数据中重要的特征来降低高维数据的维数引起人们
的重视。近些年来，国内外很多学者对此问题进行了大量
的研究，提出了很多算法[1-2]。其中，主成分分析(Principal 

Component Analysis, PCA)是一种无监督的数据分析方法，
已经广泛应用于数据降维、特征提取、图像识别等领域。
但是传统的 PCA 是基于 L2 范数(以下简称为 L2-PCA)，然
而 L2 范数是基于通常意义下的欧拉距离，它对异常值和特
征噪声敏感。 

为了解决这个问题并优化算法，文献[3]提出基于 L1

范数 协方差估计的方法；文献[4]提出利用半正定规划问题
来优化 L1 范数的方法；文献[5]提出联合 L2 范数和 L1 范

数来提取健壮子空间特征的方法；文献[6]提出基于核函数
的 L1-PCA 算法；文献[7]提出利用信息熵来调节重建误差
权值的 PCA 算法。但是上述算法都存在 2 个问题： 

(1)存在很多局部最优解。 

(2)这些算法通常是通过降低矩阵的秩实现降维，然而
在数值计算中，矩阵的秩计算复杂。文献[8-9]提出用迹范
数代替矩阵的秩，并从理论上证明了在满足一定条件下，
迹范数代替矩阵的秩是可行的。 

受此启发，本文提出一种基于迹范数的 L1-PCA 算法，
针对算法优化问题提出了基于增强拉格朗日乘子的方法，
并将算法应用于 Yale 人脸数据集和 bin-alpha 数据集进行数
据降噪处理。 

2  基于迹范数的基于迹范数的基于迹范数的基于迹范数的 L1-PCA 算法算法算法算法 

传统的 PCA 通常是利用矩阵的秩来实现数据降维。假
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设给定数据矩阵 { }1 2, , , p n
nx x x R ×= ∈X ⋯ ： 

≈X FG                                     (1) 

其中，矩阵 F 和矩阵G的优化解为： 

2

2,
min −
F G

X FG ，且 ( )rank k=FG               (2) 

其中，
2

A 指 L2 范数，定义为 ( )
1

22
1 12 ij

pn
j i a= == ∑ ∑A ，

( )rank A 指矩阵的秩。L2 范数对异常值和特征噪声敏感，
更具鲁棒性的 PCA 是基于 L1 范数(即 L1-PCA)。L1-PCA

的数学描述如下： 

2

1,
min −
F G

X FG ，且 ( )rank k=FG             (3) 

式(3)的
1

A 是指 L1 范数，定义为： 

1 11

pn
j iji a= == ∑ ∑A  

然而基于 L1 范数的 PCA 存在很多局部最优解的问题。
为此，令式(3)中 FG 近似等于 XZ ，即 ≡FG XZ ，式(3)

近似等价为： 

1
min −
Z
X XZ                               (4) 

其中， ,k p k n<< << 且 ( ) ( )rank rank=FG XZ 。从式(4)

可以看出 ( ) min( ( ), ( ))rank rank rank=XZ X Z ，因此，可
以推出 ( )rank k=Z 。 

然而，秩约束存在很多局部最优解的问题。文献[10]

提出利用迹范数近似代替秩，而迹范数是凸问题，并且可
以求得唯一最优解。遵循这种思想，本文利用迹范数

tr
Z

代替其秩。式(4)可以近似等价于式(5)： 

1
min −
Z
X XZ ，且

tr
kZ ≤                    (5) 

式(5)可近似等价为： 

1 tr
minα − +
Z

X XZ Z                       (6) 

迹范数
tr

Z 定义为： 

( )1
T 2

tr
1

( )
rank

k
k

Tr σ
=

= = ∑
Z

Z ZZ  

其中， kσ 为 Z 的特征值；α 是一个正常数。这就是本文提
出的基于迹范数的 L1-PCA 算法。算法利用迹范数近似代
替矩阵的秩，从而解决了秩约束存在很多局部最优解的问
题。算法的隐含意义是在一定的条件下，利用图像数据中
部分元素就能以很高的概率近似恢复原始图像。 

3  基于增强拉格朗日乘子的求解方法基于增强拉格朗日乘子的求解方法基于增强拉格朗日乘子的求解方法基于增强拉格朗日乘子的求解方法 

对于式(6)的求解问题，本文采用基于增强拉格朗日乘
子的优化方法。在式(6)中，令 U=X−XZ，V=Z，式(6)可以
等价为： 

1 tr, ,
min α +
U V Z

U V                            (7) 

针对式(7)的求解问题，本文采用增强拉格朗日乘子
(Augmented Lagrange Multiplier, ALM)

[11]的方法解决。根据

增强拉格朗日乘子的相关定义构造拉格朗日函数，式(7)可
以等价为： 

1, ,

2

2 tr

2

2

min ( , , / , , ) ,

2

,
2

J λ α

λ

λ

= + − − +

    − − + +

   − + −

U V Z
U V Z A B U B X XZ U

X XZ U V

A Z V Z V

                              

                               

 

(8) 

其中，A、B 是 拉格朗日乘子； λ 是惩罚因子； ,M N 定

义为 T
, trij ij

ij

= =∑M N M N M N 。 

ALM 是一种迭代更新算法，在迭代更新过程中需要给
出问题求解过程和相关参数的迭代方法。 

3.1  问题求解过程问题求解过程问题求解过程问题求解过程 

对于输入 A、B 和 λ ，算法的关键就是解决式(8)的最
优解问题。这个问题可以通过U 、V 和 Z 闭合形式解决：  

(1)算法固定( ,V Z )来求解U ，式(8)可以等价为： 

2

1 2
min ,

2
λα + − − + − −

U
U B X XZ U X XZ U (9) 

式(9)可以等价为： 

2

1 2
min ( )

2
λα

λ
+ − − +

U

BU U X XZ         (10) 

式(10)闭合形式解的求解过程如下： 

令
λ

= − + BQ X XZ ，式(11)等价为： 

2

1 2
min )

2
λα + −

U
U U Q                     (11) 

式(11)的问题可以分解为 p个子问题： 

2

1 2
1,2, ,

min
2i i i

i p

u u qλα
=

+ −∑
U

⋯

              (12) 

根据文献[12]，式(12)的解为： 

* sign( )( )
i i iu q q α

λ += −  

其中， iu 是矩阵U 的第 i个分量； iq 是矩阵Q的第 i个分
量。利用这个结果，式(9)的闭合形式解为： 

* sign( )( )
ij ij ijU Q Q α

λ += −  

其中，
λ

= − + BQ X XZ 。 

(2)算法固定( ,U Z )来求解V 。式(8)可写成： 

2

tr 2
min ,

2
λ+ − + −

V
V A Z V Z V            (13) 

式(13)可以等价为： 

2

tr 2
min ( )

2
λ

λ
+ − +

V

AV V Z                (14) 

式(14)可通过奇异值分解(Singular Value Decomposition, 

SVD)获得，即： 

T( )SVD ∑=R P Q  

其中， 1 2( , , , )rp p p=P ⋯ 是矩阵向量 R的左奇异向量；

1 2( , , , )rq q q=Q ⋯ 是矩阵向量 R 的右奇异向量； =∑  
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1 2diag( , , , )rσ σ σ⋯ ，且 1 2 rσ σ σ⋯≥ ≥ ≥ ， ( )r rank= R 。
则V 的解为： 

* T1( )ij ∑
λ += −V P I Q  

其中，矩阵 +S 定义为 0.5( )ij ij+ = +S S S 。 

(3)算法固定( ,U V )来求解 Z ，式(8)可以等价为： 

2

2

2

2

min ,

2

,
2

J

λ

λ
 

 

   

= − − +

             − − +

           − + −

Z
B X XZ U

X XZ U

A Z V Z V

             

(15)

 

令 0
J

Z

∂
=

∂
，可以求得 Z 的解。即为： 

T 1 T
( ) ( ( ) )

λ λ
−= + + − + −

ABZ I X X V X X U  

3.2  参数迭代方法参数迭代方法参数迭代方法参数迭代方法 

在增强拉格朗日乘子迭代过程中，每次迭代得到U 、
V 和 Z ，其中，参数 A、B 和 λ 的迭代方法如下： 

( )

( )

λ

λ

⇐ + −

⇐ + − −

A A Z V

B B Z XZ U
 

λ λρ⇐                                    (16) 

其中， ρ 是一个常量，并且 1ρ > 。从式(8)可以看出，公
式不仅使用拉格朗日乘子 A 和 B 来约束U 和V ，而且还增

加了 2 项惩罚项 2

22
λ − −X XZ U 和 2

22
λ −Z V ，这就

从两方面约束了U 和V 。 

3.3  基于迹范数的基于迹范数的基于迹范数的基于迹范数的 L1-PCA 算法框架算法框架算法框架算法框架 

本文算法框架如下： 

输入输入输入输入 X 

输出输出输出输出 U、V、Z 

初始化： A 0,B 0,ρ 1.2= = =  

计算：
1L

1λ
X

=  

Do λ  to 
10

min(λρ,10 )  

1
U

2

2

U arg min α U B,X XZ U

λ X XZ U
2

= + − − +

− −      
 

2

tr 2V

λ AV arg min V A, Z V V (Z )
2 λ

= + − + − +  

Z

22

2 2

Z arg min A, Z V B,X XZ U

λ λ AX XZ U V (Z )
2 2 λ

= − + − − +

− − + − +

 

Update A , A A (Z V)⇐ + λ − ; 

Update B , B B λ(Z XZ U)⇐ + − − ; 

Update λ , λ λρ⇐ ; 

undo; 

return U,V,Z 

从算法框架和式(16)可出看出，在优化迭代过程中，λ  

的值越来越大，但是 λ 不能无限大，因此，在所提出的算

法框架中 λ 的取值为 10min( ,10 )λρ 。按照拉格朗日乘子的
定义，算法中的 A、B 并不是标准意义下的拉格朗日乘子。
实际上是拉格朗日乘子的近似估计。从算法中还可以看出，
在每次迭代后，U、V 和 Z 值的变化越来越小，因此，U、
V和 Z 可解，算法可以收敛。 

算法的输入参数为原始矩阵 X，需要初始化的参数包
括增强拉格朗日乘子的迭代参数 A、B、λ 以及限制迭代次
数的参数 ρ 和 Z 的初始估计值(后续的实验将其估计为
0.9X )。算法首先初始化相应的参数值，然后开始迭代计
算 U、V 和 Z 的值，并更新参数 A、B、λ 的值，当满足收
敛条件 10min( ,10 )λρ 时，算法停止迭代计算给出结果并  

返回。 

算法的时间复杂度主要由求解 U、V、Z 和迭代系数决
定。其中，求解 U 利用了闭合形式解，而求解闭合形式解
的时间复杂度为 ( )O pn ；求解 V 利用了奇异值分解，而奇

异值分解的时间复杂度为 2 2(min( , ))O p n pn ；Z 的求解是
线性时间。因此，如果迭代次数为 m，算法的时间复杂度
为 2 2( min( , ))m p n pnΟ × ；算法的空间复杂度可以表示为

2 2(max( , ))p n pnΟ 。 

4  实验结果与分析实验结果与分析实验结果与分析实验结果与分析 

为了评价所提出的基于迹范数的 L1-PCA 及其求解算
法的有效性，将本文算法应用于 Yale 人脸数据集和 bin- 

alpha 数据集进行图像降噪处理。 

首先从 Yale 人脸数据选出部分图像，并将图像大小调
整为 32×32 像素。为了评估所提算法的有效性，对每个图
像增加随机噪声，随机噪声的增加，对图像设置方形遮挡。
假如方形遮挡的尺寸设为 d ，遮挡数量设为m，对每个图
像随机选取 m个位置，将其 d d× 像素部分的值设为 0。  

图 1 显示了设置 4 种不同遮挡增加随机噪声的例子，即增
加随机噪声的图像。 

   
(a)d=1,m=100             (b)d=2,m=25      

  

(c)d=3,m=10             (d)d=4,m=5 

图图图图 1  增加随机噪声的图像增加随机噪声的图像增加随机噪声的图像增加随机噪声的图像 
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(a)第 1 组图像对比分析 

 

(b)第 2 组图像对比分析 

 

(c)第 3 组图像对比分析 

图图图图 2  Yale 人脸数据集降噪效果比较人脸数据集降噪效果比较人脸数据集降噪效果比较人脸数据集降噪效果比较 

图 2(a)~图 2(c)显示了 3 组 Yale 人脸数据集的图像在随
机增加了 10 块 3×3 遮挡图像的情况下，应用 PCA 算法和
本文算法降噪效果对比分析。图 2(a)~图 2(c)的第 1 行是增
加了随机噪声的图像；第 2 行是利用 PCA 算法的降噪效 

果；第 3 行是利用本文提出的算法降噪的效果。从图 2(a)~

图 2(c)可以看出，本文算法降噪效果明显、图像特征更加  

清晰。 

将本文算法应用于 bin-alpha 数据集进行降噪处理，每
张图像大小调整为 20×16 像素，部分结果如图 3 所示。从
图 3(b)中可以看出，字母和数字的轮廓清晰、同类图像特
征也明显趋同。 

 

(a)bin-alpha 数据集原始图像 

 

(b)bin-alpha 数据集降噪后图像 

图图图图 3  bin-alpha 数据集降噪效果比较数据集降噪效果比较数据集降噪效果比较数据集降噪效果比较 

5  结束语结束语结束语结束语 

为了解决传统 PCA 和 L1-PCA 存在的问题，本文提出
一种基于迹范数的 L1-PCA 算法。实验结果表明，该算法
可以得到近似的唯一最优解。今后将针对算法的参数优化、
收敛性、精度以及准确性做进一步研究，并通过理论证明
和实验分析继续优化算法。 
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