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摘摘摘摘  要要要要：：：：将基于现场可编程门阵列(FPGA)的改进 Cholesky分解应用于大规模线性方程组求解时，会出现存储资源限制和带
宽瓶颈问题。为此，提出一种基于层次化存储策略和多端口分块式访问方式的解决方案。结合片内双极随机存取存储器
(BRAM)与片外同步动态随机存取存储器(SDRAM)，构成分层存储结构，通过片内存储复用降低存储资源需求。采用多端
口分块式方式访问片外 SDRAM，提高带宽并规避随机数据存取的访问延迟。测试结果表明，相对于 Xeon CPU，该方案能
够实现 17倍~215倍的效率提升。 

关键词关键词关键词关键词：：：：现场可编程门阵列；线性方程组；矩阵；改进 Cholesky分解；带宽 
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【【【【Abstract】】】】When using Cholesky decomposition to solve large-scale linear equations system based on Field Programmable Gate 

Array(FPGA), the storage size limits and access bandwidth becomes its bottleneck. This paper proposes a solution based on 

hierarchical storage strategy and multi-ports block access method. The hierarchical storage structure is constituted with internal 

Bipolar Random Access Memory(BRAM) and external Synchronous Dynamic Random Access Memory(SDRAM). The internal 
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design can realize 17 to 215 times efficiency speedup compared with Xeon CPU. 
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1  概述概述概述概述 

线性方程组求解作为一类典型的计算密集型任务，广
泛存在于数据挖掘、信号处理、数值逼近等科学计算领域。
利用现场可编程门阵列 (Field Programmable Gate Array, 

FPGA)的高并行和深流水线操作，可在有限的硬件资源下
实现较高的计算性能[1]。因而 FPGA成为进行线性方程组求
解计算的一种有效手段，以 FPGA 实现线性方程组求解为
目的的矩阵分解方法已获广泛研究[2]。 

存储资源限制是 FPGA 实现大规模线性方程组求解问
题的瓶颈。目前针对此问题的研究比较有限，但作为 FPGA

实现计算密集型任务的共性问题，研究者已在科学计算领

域针对存储资源限制问题开展了相关研究工作[3]。较为通常
的解决方案是采用片外存储单元分担存储压力[4]，但片外存
储器的访问带宽限制了计算效率。文献[5-6]提出通过细化
计算流程减少对片外存储器访问次数的优化方案，文献[7]

则改进计算结构，提高带宽利用率。上述研究均是根据具
体算法特点，选择合理的存储结构和存储器访问方式对设
计进行存储优化，虽对本文的优化方法有一定借鉴意义，
但针对线性方程组求解问题，还应结合相应算法特点和处
理数据规模进行分析，以进一步提升系统性能。 

本文基于矩阵改进 Cholesky分解原理，针对 FPGA实
现过程中存储资源和带宽限制问题，利用层次化存储策略，
在保证计算效率的同时有效利用存储资源，并通过对片外
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存储器的访问带宽优化措施，解决带宽瓶颈问题。 

2  线性方程组求解原理线性方程组求解原理线性方程组求解原理线性方程组求解原理 

线性方程组求解问题可以概括为 Bx=y。其中，
n n×∈B R ； 1n×∈x R ； 1n×∈y R 。改进 Cholesky分解适用

的分解矩阵为对称正定阵，故对于一般性的 n阶实矩阵 B，
若要利用改进 Cholesky 分解获得线性方程组的解，则需通
过正交化得到等效方程组 B

T
Bx=B

T
y，即 Ax=B

T
Bx=B

T
y=b。 

对称正定阵 A 可以分解为 A=LDL
T。其中，D 为对角

阵；L 是对角线元素为 1 的下三角矩阵。L 和 D 的元素按
下式求解： 
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LDL
T
x=b 可以通过 Lz=y、Dr=z、LT

x=r 这 3 个方程依
次求解。其中，z和 r为引入的 n维列向量。 

故线性方程组求解可分为 2 个步骤：第 1 步为改进
Cholesky分解；第 2步为三角线性方程求解。 

3  层次化存储设计层次化存储设计层次化存储设计层次化存储设计 

存储层次的合理划分是解决存储资源限制的首要条
件，需根据计算过程中涉及的不同数据的规模，兼顾带宽
和效率 2 个因素进行设计。另外，由于片内存储资源有限
但访问速度较快，因此需要对其使用策略进行重点关注。 

3.1  运算数据规模分析运算数据规模分析运算数据规模分析运算数据规模分析 
在改进 Cholesky 分解中，运算数据可以分为待分解矩

阵 A(元素为 a)、下三角阵 L(元素为 l)和对角阵 D(元素为
d)3种。此外，根据式(1)可知，中间变量

k rk
d l 为求解

r
d 和

ir
l 的共同部分。为了减少 3 次乘法次数，降低计算延迟，

添加
k rk
d l 作为数据暂存，故运算数据可归纳为 a、l、d 和

dl。三角线性方程求解中运算数据可以简单归纳为已知向量
y 及待求解向量 x，z 和 r 采用资源复用的方法，不单独占
用片内存储资源。故整体运算数据有 a、l、d、dl、x和 y，
规模如表 1所示，其中，n表示维数。 

表表表表 1  运算数据规模运算数据规模运算数据规模运算数据规模 
名称 规模 

a n×(n+1)/2 
l n×(n+1) 
dl n×(n+1) 
x n 
b n 
d n 

如表 1可知，线性方程组求解空间复杂度为 O(n
2
)。若

计算规模达到 10 000维，以单精度浮点制计算为例，需要
的存储资源将达到 1.6 GB。而目前主流 FPGA内部双极随
机存取存储器(Bipolar Random Access Memory, BRAM)资
源仅在 Mb 级别，难以满足数据存储需求，故采取 FPGA

片上 BRAM 与片外 DDR2 同步动态随机存取存储器
(Synchronous Dynamic Random Access Memory, SDRAM)分
层存储策略。 

3.2  整体存整体存整体存整体存储层次划分储层次划分储层次划分储层次划分 
根据上述分析，设计如图 1 所示的线性方程组求解系

统结构。 

接
口
转
换
模
块

D
D
R
2
 S
D
R
A
M

M
P
M
C

N
P
I_
1

N
P
I_
2

 

图图图图 1  线性方程组求解系统结构线性方程组求解系统结构线性方程组求解系统结构线性方程组求解系统结构 

如图 1 可知，系统整体结构可分为 FPGA 和 DDR2 

SDRAM 2个部分。根据数据规模分析，将 a、
ir
l 、

k rk
d l 、

存入外部 DDR2 SDRAM 中，为兼顾计算效率，其余运算
数据在片上 BRAM存储。对外数据交互通过自定义的接口
转换模块与控制访问片外存储器专用 IP核多端口存储控制
器 (Multi-port Memory Controller, MPMC)互连，并通过
MPMC 所能提供访问接口中传输速度最高的本地端口总线
(Native Port Interface, NPI)作为数据传输通道。 

FPGA 内部的用户逻辑是实现线性方程组求解功能的
核心部分。用户逻辑分为改进 Cholesky 分解和三角线性方
程求解模块，采用流水线并行设计思想，利用多个并行计
算单元(Process Element, PE)完成整个运算任务。其中，
PEL(PE for L)为下三角阵 L的计算单元；PED(PE for D)为
对角阵 D计算单元；PE1~PE4为三角方程求解 PE；SWPE

为数据选择器。在此仅给出关键互连关系，设计细节参见
课题组相关工作[7]，受篇幅原因不再赘述。 

3.3  内部存储单元复用内部存储单元复用内部存储单元复用内部存储单元复用 
在 FPGA+片外存储器的整体框架下，为了进一步增加

FPGA 内部存储资源利用率，设计重用内部 BRAM 资源。
本文设计中 90%的片内存储资源采用复用原则，RAM复用
次数均大于 1 次，且不仅局限于单一功能模块资源复用，
也实现了不同功能模块间 BRAM 资源的交叉使用。例如  

图 1 中三角方程求解模块 RAM，其为待求向量 y，中间求
解向量 z、r，最终结果 x的复用存储单元。而改进 Cholesky

分解模块中的 BRAM1~BRAM8，也在三角方程求解模块中
通过 SWPE 切换复用。这样既减少对于外存的依赖，降低
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存储带宽压力，又提高了系统的计算效率。 

4  片外存储器访问带宽优化设计片外存储器访问带宽优化设计片外存储器访问带宽优化设计片外存储器访问带宽优化设计 

采用层次化存储策略后，片外存储器访问带宽成为影
响片内并行处理单元运算效率的关键因素。针对此问题，
通过访问方式优化，结合计算流程改进提高带宽利用率。 

4.1  多端口多端口多端口多端口分块式数据访问设计分块式数据访问设计分块式数据访问设计分块式数据访问设计 
片外存储器的访问带宽与 NPI 端口数量和访问方式直

接相关。本文采用多 NPI 端口及分块式数据访问方式，以
提高访问带宽。 

4.1.1  多端口数据访问 

当多路 PE并行计算时，单路 NPI存储带宽远远不能满
足数据传输需求，因此，应增加 NPI 端口数目，采取多端
口数据访问方式。 

由图 1可知，用户逻辑对外数据交互类型有 a、l、d、 
dl、x和 y 6种，且彼此之间存在时序重叠。在改进 Cholesky

分解模块，对外交互数据有 a、l和 dl 3类，其中，a为输
入数据；l为输出数据；dl为双向数据。且 a和 dl输入数据
存在时序重叠，考虑效率问题及带宽利用率最大化原则，
设计双通道 NPI 接口，分别连接 3 类数据，达到效率最优
化。而在三角线性方程求解模块，其数据交互类型较少，
考虑传输总线分时复用原则，可利用改进 Cholesky 分解模
块中已有的双通道 NPI 接口传输，有效利用硬件资源，提
高总线利用率。 

针对 a 和 dl 数据时序重叠导致 NPI 接口冲突，采用
MPMC仲裁机制进行优先级判断[8]，利用 Custom模式设置
数据交互更为频繁的 dl为更高优先级，有效解决冲突问题。 
4.1.2  分块式数据访问 

根据测试，NPI 接口工作于 256 Byte 块传输模式时速
率最高可达 742.6 MB/s，而随机传输模式速率仅为     

46.1 MB/s。显然不同传输模块速度差异较大，应尽量采取
分块式存储访问方式，有效提高带宽利用率。为了能够实
现块传输优势、保证较高的通信带宽，在 NPI 接口和用户
逻辑之间设计接口转换模块。 

接口转换模块与用户逻辑间采用自定义总线接口，可
支持对 NPI接口的 256 Byte、128 Byte、32 Byte、4 Byte的
块传输模式，且优先级依次降低。由 NPI 协议可知，NPI

最小支持的传输块大小为 4 Byte，不同字节数块传输模式
下的起始地址要求为 4 Byte数的整数倍，故面对不同数据
规模的传输任务时，接口转换模块通过对起始访问地址的
解析，选择最优大小的块传输组合，实现最高传输速度。 

以起始地址为 b 的一定量数据传输为例，依照该设计
的程序流程如图 2 所示。从图中可以看出，接口转换模块
首先将地址 b 依次与不同字节传输模式下所要求的地址进
行匹配，选择目前最快传输模式，再通过更新地址并重新
进行地址匹配和传输模式选择，直至完成所有数据传输任
务。在起始地址不理想的情况下，如传输数据数目足够大

且地址连续，最终可实现单次 256 Byte的高速传输。 

 

图图图图 2  接口转换模块数据传输流程接口转换模块数据传输流程接口转换模块数据传输流程接口转换模块数据传输流程 

另外，接口转换模块还将接口信号访问方式变为请求/

应答模式，并通过控制缓存读写使能，解决了用户逻辑跨
时钟域问题，扩展了用户逻辑的适用范围，简化和优化了
设计。 

4.2  计算流程优化设计计算流程优化设计计算流程优化设计计算流程优化设计 
结合算法特点，合理设计运算流程以适应带宽需求也

是解决带宽瓶颈问题的有效手段。结合前文 NPI 接口的多
端口分块式传输策略，对算法流程和片内缓存的设计进行
了优化。 

4.2.1  基于块传输的算法流程优化 

由于块传输模式对于存储地址有一定要求，在算法实
现过程中，要尽量避免频繁更换地址导致的传输延迟。以
矩阵 A第 m行分解时

k rk
d l 数据传输过程为例进行说明。实

现流程如图 3左侧所示。 

 

图图图图 3  矩阵分解第矩阵分解第矩阵分解第矩阵分解第 m行计算流程行计算流程行计算流程行计算流程 
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主要过程由上而下顺次进行，PEL 工作过程中进行

k rk
d l 读操作，PED工作过程中实现

k rk
d l 写操作。准备阶段

主要为
k rk
d l 读写请求/响应、地址更新、数据等待等过程。

通过存储地址优化，将
k rk
d l 在运算过程读写操作均设计为

连续的地址控制，在第 m 轮开始计算时即发出数据读入请
求，给出首地址更新，通过上文提出的访存策略进行大块数
据访问，本轮不再更新地址，直至停止信号。读入的数据暂
时缓存，通过控制读使能信号保证数据和 PE计算同步，如
图 3右侧所示。这样避免了由于地址不断更新造成的计算延
迟，并最终通过高效的存储访问模式，提高了计算效率。 

4.2.2  乒乓存储 

在采用多端口分块式存储访问策略提升带宽速度的同
时，设计应尽量避免数据传输过程中时间损耗，实现数据
流的连续传输，提高带宽利用率。因此，本文采用交互式
存储/计算方式，即乒乓存储。该方法摒弃了传统的“存储-

计算-存储”模式，而是将内部存储单元分组，使计算和数
据存储同时进行，既避免了因计算延迟导致的数据传输等
待，又保证了计算效率。以求解模块中 L

T
x=r 为例，需同

时进行外部存储器中 L的读入和计算。故将 8个 PEL中的
BRAM 分为 2 组，箭头方向表示数据流向。通过数据选择
器 SW的切换，实现 2组 BRAM分时从外存中依序读入 L；
通过 SWPE，实现 2组 BRAM与运算单元的切换，实现存
储和计算的同时进行。实现框图如图 4所示。 

 

图图图图 4  乒乓存储实现框图乒乓存储实现框图乒乓存储实现框图乒乓存储实现框图 

5  实验分析实验分析实验分析实验分析 

本文设计选用 Vertex XC5VFX130T FPGA，支持最高
时钟为 150 MHz。为评价系统性能，测试系统不同运算规
模下端口有效带宽，即交互数据规模与传输时间之比。相
对于 NPI数据传输最大速度 742.6 MB/s，得出相应带宽利
用率，如表 2所示。 

表表表表 2  端口有效传输带宽端口有效传输带宽端口有效传输带宽端口有效传输带宽 

维数 有效带宽/(MB·s–1) 带宽利用率/(%) 

256       664.0 89 
512       714.9 96 

1 024       731.1 98 
2 048       737.3 99 
4 096       739.9 99 
8 192       741.1 99 

由表 2可知，本文系统有效带宽始终保持在较高水平，

且随计算规模的增加显著提高，最终可接近所能实现的 NPI

极限带宽速度，带宽利用率较高。 

为评价计算效率，采用 8 组不同维数线性方程组求解
进行实验，分别与 PC平台和文献[9]实验进行对比。其中，
PC 平台的 CPU 为 Xeon X5570@2.93 GHz，具有 64 GB 

DDR2 SDRAM存储器。由于现有线性方程组求解 FPGA实
现相关文献无等价对比数据，文献[9]实验虽未给出全部求
解的结果数据，但其已具备占整体计算量绝大部分的矩阵
分解实验数据。另外，文献[9]实验中 FPGA型号为 XC5VL 

X50TFF113，与本文的目标 FPGA 为同一系列；并且其采
用与本文相同的 8PE单元并行模式、180 MHz时钟亦与本
文基本相同，故文献[9]实验同本文线性方程组求解实现具
有可比性。表 3为不同方法实现时间及对比结果。 

表表表表 3  实现时间及对比结果实现时间及对比结果实现时间及对比结果实现时间及对比结果 

维数 
本文设计 

时间/s 
CPU/s 

文献[9]实
验时间/s 

与 CPU的 

加速比 

与文献[9]实
验的加速比 

256   0.005 0.094  - 17.29  - 

512   0.031 0.922  0.032  30.13  1.03 
1 024   0.195 7.891  0.276  40.38  1.41 

2 048   1.371 70.766  2.719  51.62  1.98 

4 096  10.205 1 028.300  23.226  100.76  2.28 
8 192  78.611 16 916.230  - 215.19  - 

可以看出，随着维数的增大，本文设计相对 PC平台和
文献的运算优势愈加明显，若只针对改进 Cholesky 分解模
块，本文方法较文献会达到更高的加速比。目前，本文所
完成研究工作支持的数据最大计算维数可达 10 000，若进
一步扩展 DDR2 SDRAM和 BRAM存储资源，则可实现更
大规模线性方程组的求解，为大规模线性方程组求解的
FPGA实现提供更加切实可行的解决方案[10]。 

6  结束语结束语结束语结束语 

针对 FPGA 实现大规模线性方程组中存在的存储受限
和带宽瓶颈问题，本文提出了层次存储策略和分块式存储
访问等相应解决方法。通过对运算数据规模进行分析，确
定了 FPGA 和外部存储器的实现架构；采用访问方式优化
提高带宽，同时优化计算流程减少带宽需求，从而进一步
改善系统性能。通过上述优化方法，扩展了数据处理规模，
实现了带宽利用率的提升，从而为大规模数据计算进行了
方法准备。与 PC 平台及相关文献实验的对比证明了本文 

设计的有效性。 
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