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摘摘摘摘  要要要要：：：：为提高稀疏表示字典用于图像分类时的正确率，提出一种基于自适应梯度最速下降的分类字典训练算法。该算法
采用交替梯度下降法解决分类字典训练的双变量优化模型。为提高收敛速度，并保证稀疏表示残差和不同类别对应字典原
子间的不相关性同时收敛，采用自适应步长，推导证明自适应步长的计算方法。通过固定字典，运用当前字典和训练样本
计算出稀疏表示系数的下降方向和自适应步长，按照稀疏度约束将小系数置零，固定稀疏表示系数，利用稀疏表示系数和
样本找到字典的下降方向和自适应步长。实验结果表明，该算法在手写字符识别中正确率能达到 96.51%。 
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【【【【Abstract】】】】To improve the correct rate of image classification using sparse representation dictionaries, a discriminate dictionary 

training algorithm based on adaptive steepest descent is proposed. This algorithm uses alternating gradient descent for bi-objective 

optimization model of discriminate dictionary training. To guarantee the convergence of sparse representation residual and the 

incoherence of atoms from dictionaries corresponding to different classes and increasing convergence rate, adaptive step size is 

adopted and the method of calculating the step size is proved. The steps of the algorithm are as following: Fix dictionaries and use 

current dictionaries and data samples to calculate the steepest descent directions and adaptive step sizes of the sparse representation 

coefficients. Small coefficients are set to zero according to sparseness constraints. Fix sparse representation coefficients, and use 

sparse representation coefficients and data samples to calculate the steepest descent direction and adaptive step size of dictionaries. 

Experimental results of hand-writing recognition show that the correct rate is 96.51%. 
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1  概述概述概述概述 

基于样本学习的信号稀疏分解方法在图像处理方面有
广泛的应用，例如图像去噪[1-2]、图像修补[3]、图像超分辨
率放大[4]和图像分类[5]等。但是与传统的主成分分析法不
同，近年来许多人提出的信号稀疏分解算法不再要求表示

矩阵正交完备。非正交过完备的字典训练算法以其符合人
眼视觉特性、鲁棒性和灵活等特点成为目前图像处理与模
式识别领域的研究热点。 

为了利用稀疏表示所产生的特征进行模式识别，人们
对稀疏字典训练的传统模型进行了各种改进[6-7]，并提出了
许多具体应用[8-9]。目前的图像分类算法主要针对提高正确
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率和运算速度 2 个方向作努力。 

为了提高分类的正确率，文献[10]将所有类别全部使用
一个字典进行区分，提高了不同类别间的原子共用性。同
时，将核函数引入字典训练模型，提高了算法鲁棒性。但
是该模型在计算表示系数时也必须考虑约束条件，这对恢
复算法提出了更高的要求。 

文献[11]将对应不同类别字典间的相关性约束加入字
典训练模型中。该模型通过训练加大对应不同类别字典原
子间的夹角，降低它们互相的投影长度。这样可以在空间
上分割不同类别的样本，达到利用稀疏表示残差对样本进
行分类的目的。但是该文献没有描述步长的选取方法，并
对迭代算法的收敛性缺乏分析。上述算法仅限于在固定拍
摄条件的标准图像库上做实验。 

文献[12]利用旋转不变特征进行稀疏字典训练，提高了
对于拍摄条件不固定的自然图像分类的鲁棒性。文献[8]提
出了一种利用 1l 范数进行人脸识别的方法，该方法在正面
人脸识别方面有出色表现，尤其对遮挡等退化具有较强的
鲁棒性。但是没有考虑旋转、缩放等问题。 

文献[13]提出了利用与类别相对应的字典识别人类行
为的方法，该方法利用单帧中兴趣点的邻域空间信息和时
间点上的连续分割动作作为特征，将行为的时间和空间特
征相结合进行稀疏表示字典训练，在视频监控等应用领域
有较好的表现。但是该算法在计算复杂度方面有待改进。 

为了降低算法复杂度，文献[14]提出了基于聚类的稀疏
字典训练算法，文献[15]提出了使用图形处理单元并行技术
来解决较大图像分类的算法复杂度问题。 

本文提出采用自适应步长的梯度下降分类字典训练算
法。该算法模型将 3 个优化目标，即稀疏表示残差、稀疏
度和字典间的相关系数同时进行优化。利用自适应步长保
证了 3 个目标能够同时收敛，并从理论上证明了自适应步
长的计算方法。 

2  梯度交替最速下降分类字典训梯度交替最速下降分类字典训梯度交替最速下降分类字典训梯度交替最速下降分类字典训练算法练算法练算法练算法 

稀疏表示的重构字典训练模型通常被定义为： 
2

0
min , iF

T− <
D,A

X DA a                        (1) 

其中， M N×∈X R 为训练样本； M S×∈D R 为待训练的字典；
S N×∈A R 为表示系数； S

i ∈a R 是组成 A矩阵的列向量；

F
⋅ 表示矩阵的Ｆ范数；

0
⋅ 表示向量的 0l 范数。该字典训

练模型的意义是在满足 ia 的 0l 范数约束情况下能达到残差
最小。 

而用于分类的带约束字典训练的模型如式(2)
[11]： 

2 T
, 0,

min , s.t.
i i

i i i j i i bF
j i

Tη
≠

− +  <∑
D A

X D A D D a       (2) 

其中， iM N
i

×∈X R 为第 i 类样本； iM S
i

×∈D R 是对应第 i 类

样本的字典； i iS N
i

×∈A R 是表示系数； ,
iS

i k ∈a R 是 iA 的

第 b列；η 是拉格朗日参数。 

该字典训练方法不但考虑了在固定稀疏度情况下的稀
疏表示残差，还把字典间的相关性作为约束条件。这样可
以加大对应不同类别字典原子间的夹角，降低它们互相的
投影长度，使稀疏表示残差可以作为有效的分类特征。在
相同的稀疏度约束情况下，样本在对应类的字典稀疏表示
的残差应小于其他类的字典稀疏表示残差。这样就可以通
过比较残差，判断测试样本的类别。 

由于式(2)是一个双变量优化，有 2 个优化变量 iD 和

iA ，因此采用了基于梯度下降的优化方法。将式(2)表示成
函数的形式。假设： 

( )
22 T

,i i i i i i jF Fj i

f η
≠

= − + ∑D A X D A D D        (3) 

将 ( ),i if D A 分别对 iD 和 iA 求梯度，其中， ( )tr ⋅ 表示

矩阵的迹。 

( ) ( ) ( )
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i i i i i i i i
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( ) ( )T T T,
2 2 2i i

i i i i i j j i
i ji

f
η

≠

∂
= − + + ∑

∂

D A
X A D A A D D D

D
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( ) T,
2 2

i i
i i i i i

i

f∂
= −

∂

D A
D D A D X

A
                (6) 

算法步骤如下： 

(1)初始化 

1)L类训练样本{ }
1

L

i i=
X ， iX 由第 i类样本组成它的列。 

2)初始化字典{ }
1

L

i i=
D ，其中， i im n

i
×∈D R ，随机选取 iX

的某些列对 iD 初始化。 

(2)迭代直至收敛到满足停止条件(停止条件选择前一
次和后一次的稀疏表示残差之差小于 ε)， 1,2, ,i L= ⋯ ： 

1)
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )1 1 1 1 1T

2
k k k k k k
i i A i i i i iα− − − − −= − −A A D D A D X  

 (7) 

固定 [ ]1k
i

−
D 以式(7)对 [ ]k

iA 进行更新。其中， [ ]k
iA 表示

第 k 次迭代的第 i类对应的稀疏表示系数； [ ]k
iD 表示第 k 次

迭代的第 i类对应的字典。 

2)按照稀疏度要求 , 0i t T<a 将 [ ]k
iA 的每一列小系数

置零。 

3)根据如下公式： 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]

1 1 T

1 1 1T T

2 (

)

k k k k k

i i D i i i

k k k k

j j i i i
i j

α

η

− −

− − −

≠

= − +

    −∑

D D D A A

D D D X A
     

(8)
 

固定 [ ]k
iA 以对 [ ]k

iD 进行更新。 

4)将 [ ]k
iD 的每一列归一化。 
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3  自适应步长计算自适应步长计算自适应步长计算自适应步长计算 

从实验情况来看，如果选取固定的步长 Aα 和 Dα 将会
导致稀疏表示残差和不同类别对应字典间的相关性不能同
时收敛。因此，本文设计了自适应步长。 

命题命题命题命题 当固定 [ ]1k
i

−
D 对 [ ]k

iA 进行更新时， Aα 如式(9)所

示可以使 [ ] [ ] 2
1k k

i i i
F

−−X D A 随 k 增加而减小。 

[ ]( )12
max

1
A k

i A

α
σ δ−

=
+D

                      (9) 

当固定 [ ]k
iA 对 [ ]k

iD 进行更新时， Dα 如式(10)所示可以

使 [ ] [ ]Tk k
j i

j i≠
∑ D D 随 k 增加而减小。 

[ ]( )2
max

1

1 2
D k

i

α
σ

=
+ A

                       (10) 

证明： 

(1)证明式(9)。 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

1 1 1 1 1T T

1 1 1 1 1T T

2

2 2

k k k k k k
i i A i i i i i

k k k k k
i A i i i A i i

α

α α

− − − − −

− − − − −

= − − =

− +

A A D D A D X

A D D A D X        
 

 (11) 

假设： 

[ ]1 *k
i i i

−≈X D A                               (12) 

其中， *
iA 是目标表示系数，即 *

iA 满足 [ ] 2
1 *k

i i i
F

−− ≈X D A  

0 。因此，该算法的关键转化为怎样选取 Aα 能够得到 *
iA 。 

将式(12)代入式(11)得到： 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

1 1 1 1T

1 1T *

2

2

k k k kk
i i A i i i

k k
A i i i

α

α

− − − −

− −

≈ − +A A D D A

D D A       
         

(13)
 

给式(13)两边同时减去 *
iA 可得： 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]( ) [ ]

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( ) [ ]( )

1 1 1 1* T

1 1T * *

1 1 1T

1 1T *

1 1 1T *

2

2

2

2

2

k k k kk
i i i A i i i

k k

A i i i i

k k k

A i i i

k k

A i i i

k k k

A i i i i

α

α

α

α

α

− − − −

− −

− − −

− −

− − −

− ≈ − +

− =

− −

− =

− −

A A A D D A

D D A A

I D D A

I D D A

I D D A A

             

             

             

             

 

假设 *k k
i i i= −A A Aɶ ，所以： 

[ ] [ ]( )1 1T 1
2

k kk k
i A i i iI α − − −= −A D D Aɶ ɶ               (14) 

由于 [ ] [ ]1 1Tk k
i i

− −
D D 是个方阵，对其作特征值分解可得： 

[ ] [ ]

1

1 1T 1 1 2

i

k k

i i

n

λ

λ

λ

− − − −

 
 
    = =          

 
              

⋱
D D P ΛP P P    (15) 

因此： 

1

1 2

1

1 2

2

1 2

1 2

1 2

i

i

A

n

A

A

A n

λ

λ
α

λ

α λ

α λ

α λ

−

−

 
 
     

− =          
              

 −
 
                − 

                                       
                                    − 

I P P

P P

⋱

⋱

    

(16)

 

由于 *
lim lim 0

k k
i i i

k k→∞ →∞
= − =A A Aɶ ，因此 1 2 1A iα λ− < ，

得到
max

1
0 Aα

λ
< < 。又因为 [ ]( )12

max max
k
iλ σ −= D ，为了防

止分母为 0，在分母上加一个小的正数 δ ： 

[ ]( )12
max max

1 1
A k

i

α
λ δ σ δ−

= =
+ +D

 

式(9)得证。 

同理可证式(10)。 

4  分类算法分类算法分类算法分类算法 

对于每一个测试样本，可以执行以下算法判断其类别： 
(1)将测试样本图像变成一列 testx ，变化方式和训练样

本相同。 

(2)以相同的稀疏度计算测试样本在每个类别对应字典
上的稀疏表示残差 1 2 10, , ,r r r⋯ 。其中， ir 表示在第 i 类字
典 iD 下的稀疏表示残差； ia 为 iD 对应的稀疏表示系数： 

2

test 2i i ir = −x D a  

(3)所得稀疏表示残差最小的字典对应的类别 *i 即为该
测试样本对应的类别。 

2

test 2
* min , 1,2, ,10i i ii i= − =x D a ⋯  

5  实验实验实验实验与分析与分析与分析与分析 

实验选择了美国邮政管理)数据库，里面包括 7 291 个
训练样本和 2 007 个测试样本。每个样本大小为 16×16。为
了提高运算速度，把所有样本缩小为 10×10。实验采用字典
列数为 500 列，稀疏度为 5。 

为了测试算法的收敛性，设计了参数C 来衡量不同类
别对应字典间的相关性， R 为稀疏表示残差。 

2
T

1

n

j i
Fi j i

C
= >

= ∑ ∑ D D                           (17) 

2

1

n

i i i F
i

R
=

= −∑ X D A                          (18) 

该实验需要设置的参数包括稀疏度、字典列数、拉格
朗日乘子、迭代初值等。在每一个字典列数为 500 列，稀
疏度为 5，不同拉格朗日乘子下字典间的相关性和残差的收
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敛曲线如图 1 所示(图中 lamda 表示拉格朗日乘子)。由图 1

可以看出，该算法可以让稀疏表示的残差和不同类别对应
字典间的相关性同时收敛。 

 
(a)相关性收敛曲线 

 
(b)残差收敛曲线 

图图图图 1  算法的收敛曲线算法的收敛曲线算法的收敛曲线算法的收敛曲线 

部分字典训练结果如图 2(a)所示。在 2007 个测试样本
中，错误判决的字符总共 70 个，如图 3(a)所示，每个图片
上方的标识指的是它们错判的情况，例如“1~6”表示本来
是 1，错判为 6。一些错误字符写得过于不规整，在某些位
置与别的字符非常相似，即使人眼也很难正确辨认。图 3(b)

是固定稀疏度情况下部分错误样本在本类和错判类对应字
典下稀疏表示恢复得到的图像。其中，最左边的一列是原
始图像，中间列是在本类对应字典下稀疏表示恢复得到的
图像，最右边的一列是错判类对应稀疏字典下稀疏表示恢
复得到的图像。(例如最左边数字“1”表示字符本身为“1”，
中间的数字“1”表示该字符在“1”对应字典下的稀疏表
示恢复图像，右边的“6”表示该字符在“6”对应字典下
的稀疏表示恢复图像。) 

    
(a)“3”对应的字典             (b)“8”对应的字典 

图图图图 2  部分字典训练结果部分字典训练结果部分字典训练结果部分字典训练结果 

 
(a)错误样本 

 
(b)稀疏表示重构结果比较 

图图图图 3  错误判决的字符错误判决的字符错误判决的字符错误判决的字符 

本文方法所得到的实验结果与其他方法的对比如表 1

所示。test 是拉格朗日参数为 400、稀疏度为 5、字典列数
为 500 时数据库测试样本得到的错误率；Data 是使用全体
训练样本做字典时测试样本的错误率，A 是文献[10]中重构
字典的错误率，B 是文献[10]中有监督字典错误率，C 是文
献[11]中的错误率，支持向量机(Support Vector Machine, 

SVM)是使用高斯核 SVM 方法得到的错误率，K 近邻(K- 

Nearest Neighbor, K-NN)算法是使用 K 近邻算法得到的错 

误率。 

表表表表 1  手写字符识别错误率手写字符识别错误率手写字符识别错误率手写字符识别错误率     (%)           

方法 错误率 

test 3.49 

Data 4.14 

A 4.38 

B 3.56 

C 3.98 

SVM 4.20 

K-NN 5.20 

本文提出的算法之所以能提高正确率，是因为它在某
种程度上强化了判决类别的特征。图 4 描述的是新算法和
传统算法在其他条件完全相同的情况下，每个字符在其对
应类字典下稀疏表示重构残差和在其不对应类字典下稀疏
表示重构残差之间的差值(例如：字符“1”在“1”对应的
字典下稀疏表示重构残差和在另外 9 个字典下稀疏表示重
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构的平均残差的差的绝对值)。从图中曲线可以明显看到，
新算法训练得到的字典所得残差在每个稀疏度情况下都大
于传统的重构字典所得残差。根据模式识别的基本原则，
所选特征在不同类别间的差别越大，分类错误率越低。因
此，利用稀疏表示残差作为进行类别判别依据时，新算法
具有一定优势。 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3.8

4.0

4.2

4.4

4.6

4.8

5.0

5.2

5.4

5.6

5.8

稀疏度

本文算法

传统算法

 

图图图图 4  2 种算法种算法种算法种算法训练字典残差的差训练字典残差的差训练字典残差的差训练字典残差的差值比较值比较值比较值比较 

6  结束语结束语结束语结束语 

本文在传统的基于重构的稀疏表示字典训练方法上加
入约束，提高了以稀疏表示残差为特征的分类器的正确率。
并且该分类器的训练过程运用了自适应最速下降的方法，
不但克服了传统的最速下降法对于稀疏表示残差和字典的
相关系数不能同时收敛的问题，而且能够适应训练样本较
少的分类字典训练问题。在样本维数较高时，其算法复杂
度远远低于 K 奇异值分解等传统算法。从语义分析角度来
说，如何能够采用字典训练算法提取多级语义特征用于不
同级别的分类，是今后需要努力的方向。 
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