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摘　 要: Zernike 矩作为形状描述子,其信息冗余度低且对噪声不敏感,在图像特征提取和模式识别中得到了广泛

应用。 为提高 Zernike 矩对含有模糊和仿射图像的形状描述能力,提出一种基于 Zernike 矩的形状描述子,该描述

子使用规范化方法构造 Zernike 矩的仿射不变量,结合 Zernike 矩的模糊不变量得到 Zernike 矩的模糊和仿射混合

不变量。 将该矩混合不变量作为形状描述子描述图像的形状特征,并与几何矩模糊和仿射混合不变量进行对比实

验,结果表明,Zernike 矩的模糊和仿射混合不变量在混合形变下形状描述能力较强,具有不变性,并且对噪声的鲁

棒性较好。
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【Abstract】 Zernike moment,as a shape descriptor,has been widely used in image characteristics extraction and pattern
recognition. It is low information redundancy and not sensitive to noise. To improve the shape description capability of the
images which are degraded by combined blur and affine transformation,a new shape descriptor based on Zernike moment
is proposed. The normalization method is used to construct affine invariants of Zernike moment. The combined blur and
affine moment invariants of Zernike moment is achieved by the help of the blur invariants. The combined moment
invariants is used as the shape descriptor to describe the shape feature of images,and is implemented comparison with the
combined affine and blur invariants based on geometric moment with relative error. Experimental results show that the
combined blur and affine invariants of Zernike moment can get better shape description and invariance in combined
degrades,and robustness to noise.
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1　 概述

在图像的实际采集过程中,由于对焦错误、设备

移动、环境及其他方面的影响,使采集到的图像往往

有不同程度降质,其中包括模糊形变和仿射形变。
传统的形状描述子对这类图像的描述能力弱,因此

对这些降质图像中物体的形状描述成为计算机视

觉、模式识别及医学成像等领域的重要任务。 近年

来,国内外对模糊和仿射形变图像的形状描述及识

别方法研究较为广泛和深入的是矩不变量方法[1] 。
对于仿射不变量,文献[2]采用代数不变量的理论获

得了几何矩仿射不变量;文献[3]提出了采用规范化
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方法构建仿射不变量。 在模糊不变量方面,文献[4]
引入点扩展函数法得到几何矩模糊不变量。 后来,
文献[5]提出利用点扩展函数的相关理论得到同时

对模糊和仿射变换具有不变性的矩混合不变量;文
献[6]采用直接构造法和规范化方法得到了几何矩

模糊和仿射混合不变量。 然而几何矩都是非正交

的,有一定的信息冗余且噪声敏感度高。 文献[7]认

为正交矩的形状描述能力强、噪声鲁棒性好且信息

冗余度低。 因此,文献[8]提出了 Legendre 矩的模

糊和 仿 射 混 合 不 变 量; 文 献 [ 9 ] 构 造 了 一 种

Techebichef 矩的模糊和仿射混合不变量。 虽然

Zernike 矩的各阶矩相互独立、信息冗余度小且抗噪

能力强, 得到了广泛的应用和研究。 但除了文

献[10]提出的 Zernike 矩的模糊和旋转混合不变量

和文献[11]介绍的 Zernike 矩的相似和模糊混合不

变量外,还没有看到同时对模糊和仿射形变具有不

变性的不变量的相关报道,因此构造相应的 Zernike
矩不变量处理含有混合形变的图像有一定的研究

价值。
在上述研究工作的基础上,本文提出一种基于

Zernike 矩的形状描述子,该描述子采用规范化方法

消除仿射变换中仿射参数的影响,利用点扩展函数

相关理论得到模糊不变量,通过两者结合得到同时

对模糊和仿射变换具有不变性的 Zernike 矩,并通过

实验进行了验证。

2　 Zenike 矩和几何矩介绍

2. 1　 Zernike 矩的定义

p 阶的 Zernike 多项式为定义在极坐标系下单

位圆上的复数多项式 Vpq(x,y),表达式如下:
Vpq(x,y) = Vpq(ρ,θ) = Rpq(ρ)exp( jmθ) (1)

其中,p 为正整数或零;q 为正整数或负整数,且必须

满足 p - q = 偶数, q ≤p;ρ 为原点到点(x,y)长

度的矢量,θ 为矢量 ρ 和 x 轴的夹角;Rpq (ρ)为正交

的径向多项式,表示如下:

Rpq (ρ) = ∑
(p- q ) / 2

s =0
( - 1) s·

(p - s)!

s! p - 2s + q
2

æ
è

ö
ø
! p - 2s - q

2
æ
è

ö
ø
!
ρp-2s

(2)
令 k = p - 2s,Rpq(ρ)关于 ρ 的幂级数形式如下:

Rpq(ρ) = ∑
p

k = q
Bpqkρk (3)

其中,(n - k)为偶数。

Bpqk = ( -1)(p - k) / 2[(p + k) / 2]!
[(p - k) / 2]! [(k + q) / 2]! [(k - q) / 2]!

以正交 Zernike 多项式为核的阶数为 p,重复度

为 q 的 Zernike 矩的定义为:

Z( f)
p,q = p + 1

π ∫
2π

0
∫
1

0

V∗
pq(ρ,θ) f(x,y)dxdy (4)

由式(4)和式(3)可以得到 Zernike 矩与几何矩

的关系如下[12] :

Z( f)
p,q = p + 1
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Bpqkm( f)
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其中,t = (k - q) / 2,且 p - k 为偶数。
2. 2　 几何矩的定义

令 f(x,y)为图像的密度函数,则它的(p + q)阶

几何矩函数的定义如下:

mpq = ∫
∞

-∞
∫
∞

-∞

xpyq f(x,y)dxdy

p,q = 0,1,…,∞ (6)
(p + q)阶中心矩表示为:

upq = ∫
∞

-∞
∫
∞

-∞

(x - x0) p(y - y0) q f(x,y)dxdy (7)

其中,p,q = 0,1,…,∞ 且 x0 = m10 / m00,y0 = m01 / m00。

3　 基于 Zernike 矩的模糊和仿射混合不变量

3. 1　 Zernike 矩的模糊不变量

图像的模糊形变过程可以表示为原图像 f(x,y)
和一个任意中心对称的点扩展函数(PFS)h(x,y)的

卷积,即:
g(x,y) = f(x,y)∗h(x,y) (8)
该点扩展函数 h(x,y)具有如下性质:
h(x,y) = h(( - x, - y)

∫1

-1
∫1

-1
h(x,y)dxdy = 1

针对这个点扩展函数 h ( x, y), 可以构造出

Zernike 矩的模糊不变量,表示如下[11] :

I(p,q) ( f) = Z( f)
q+2l,q - 1

Z( f)
0,0 π∑

l-1

i =0
I(q + 2i,q) ( f) ·

∑
l-i

j =0
Z( f)

2j,0A(q,l,i,j)

q ≥ 0,l ≥ 0,p = q + 2l (9)
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cq
l,k = ( - 1) l - k . q + 2l + 1

π . (q + l + k)!
k! ( l - k)! (q + k)!

dq
i,j = i! (q + i)! π

( i - j)! (q + i + j + 1)!
3. 2　 Zernike 矩的仿射不变量

仿射变换是一种从空间坐标(x,y)变换到新的

坐标( u, v) 的线性变换, 可写成如下矩阵表示

形式:
u
v
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本文运用中心矩代替几何矩消除平移变换的影

响,然后运用由 Rothe 提出的 XSR 分解法把矩阵 A
分解成为 1 个 x 剪切矩阵,1 个均匀缩放矩阵和 1 个

旋转矩阵 3 个矩阵,其表示如下:
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其中,系数 α,β,δ∈R,θ∈(0,2π]。 针对以上对仿射

矩阵的分解,先得到对 x 剪切具有不变性的不变矩

ush
pq,再得到对 x 剪切和均匀缩放同时具有不变性的

不变矩 usc,sh
pq ,最后得到对仿射变换具有不变性的几

何矩仿射不变量 uaff
pq,具体方法步骤如下:

(1)x 剪切不变量

通过把下面的方程规范化为 0 计算得到变换参

数 β,即:ush
11 = u11 + βu02 = 0,得到 β = - u11 / u02。
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(2)均匀缩放不变量

把 usc,sh
20 和 usc,sh

02 规范化为 1,得到变换参数 α,δ:
usc,sh

20 = α3δush
20和 usc,sh

02 = αδ3ush
02,得:
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8
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8
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(ush
02) 3

usc,sh
pq =

8
(ush

02) p - 3q - 2(ush
02) q - 3p - 2 . ush

pq (13)
(3)旋转不变量

把下面的方程规范化为 0 得到变换参数 θ:
uaff
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12 = 2(usc,sh
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12 ) . cosθ +
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且 M = (usc,sh
03 + usc,sh

21 ) 2 + (usc,sh
30 + usc,sh

12 ) 2 及 u20 ≠0,

u20≠0,u30 + u21≠0,M≠0。
用式(14 ) 替代式 ( 5 ) 中的几何矩即可获得

Zernike 正交矩仿射不变量 Zaff
p,q:

　 　 Zaff
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3. 3　 Zernike 矩模糊和仿射混合不变量

仿射不变量的任意线性函数仍是仿射不变的。
使用式(15)替代式(9)中的 Zernike 矩函数 Z( f)

p,q,即
可获得 Zernike 矩模糊和仿射混合不变量, 表示

如下:

I(p,q) aff = Zaff
q+2l,q - 1

Zaff
0,0π

∑
l-1

i =0
I(q + 2i,q) aff∑

l-i

j =0
Zaff

2j,0A(q,l,i,j) (16)

4　 实验结果与分析

下面的实验用来说明并验证本文所提出的

Zernike 矩模糊和仿射混合不变量(ZCMI)的图像描

述能力、对模糊和仿射变换的不变性及噪声鲁棒性。
4. 1　 图像描述能力分析

本文实验平台为:Windows XP,Matlab R2012(a),
CPU:Intel Celeron(R),1.86 GHz,ROM:1 GB。

首先测试 ZCMI 对于退化图像(包括仿射和模

糊)的描述性能,如图 1、图 2 所示。 图像 lena 和图

像 birthday,图 1(a)和图 2( a)为图像的原始图像,
图 1(b)和图 2(b)为仅发生了仿射变换后的图像,
图 1(c) ~ 图 1(e)和图 2(c) ~ 图 2(e)为不仅发生

了仿射变换并且分别同时加入了模糊参数为[3 3]
的平均模糊、模糊参数为[5 5]的高斯模糊、模糊参

数为 5 的圆形区域均值模糊及模糊参数为 9 的运

动模糊,其中仿射变换中仿射矩阵各元素值为

a11 = 1 . 483, a12 = 2, 158, a13 = - 0 . 723, a14 =
0 . 850。 为了测试 ZCMI 对退化图像的描述能力,
将分别通过对图 1 和图 2 中各图的矩不变量值对

此予以 验 证。 表 1 和 表 2 分 别 为 图 lena 和 图

birthday 各变换图像的 8 个矩不变量值,其中,μ 代

表 6 幅图像各阶矩的矩平均值,σ 代表平均误差,
σ / μ(% )代表平均误差率。 从表 1 和表 2 可以看

出,经过模糊和仿射变换的各图像的矩不变量值并

不是恒定不变的,而是在一定的范围内波动,但平

均误差率低,整体较为稳定,说明这些矩不变量值

的波动程度是可以接受的,验证了 ZCMI 对退化的

图像具有较好的形状描述能力。
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图 1　 图像 lena 的仿射和模糊图像

图 2　 图像 birthday 的仿射和模糊图像

表 1　 图像 lena 的 ZCMI 矩不变量

不变量 原图 仿射变换 平均模糊 高斯模糊 圆均值模糊 运动模糊 平均误差率 / %

ZI(2,2) 12. 298 12. 232 12. 230 12. 229 12. 219 12. 220 0. 98

ZI(3,1) 0. 461 0. 461 0. 460 0. 459 0. 451 0. 459 1. 30

ZI(3,3) 4. 810 4. 789 4. 782 4. 772 4. 782 4. 782 1. 60

ZI(4,2) 5. 842e + 02 5. 841e + 02 5. 840e + 02 5. 838e + 02 5. 842e + 02 5. 831e + 02 0. 21

ZI(4,4) 2. 467e + 04 2. 457e + 04 2. 457e + 04 2. 456e + 04 2. 457e + 04 2. 453e + 04 0. 74

ZI(5,1) 2. 522e + 02 2. 078e + 02 2. 075e + 02 2. 074e + 02 2. 074e + 02 2. 066e + 02 34. 7

ZI(5,3) 3. 741e + 03 3. 738e + 03 3. 733e + 03 3. 730e + 03 3. 731e + 03 3. 715e + 03 0. 96

ZI(5,5) 3. 103e + 05 3. 033e + 05 3. 028e + 05 3. 026e + 05 3. 014e + 05 3. 014e + 05 4. 30

表 2　 图像 birthday 的 ZCMI 矩不变量

不变量 原图 仿射变换 平均模糊 高斯模糊 圆均值模糊 运动模糊 平均误差率 / %

ZI(2,2) 13. 998 14. 009 14. 009 14. 009 14. 015 14. 019 0. 340

ZI(3,1) 3. 936 4. 396 4. 395 4. 396 4. 374 4. 397 2. 900

ZI(3,3) 47. 916 52. 716 52. 702 52. 707 52. 443 53. 736 2. 600

ZI(4,2) 5. 842e + 02 6. 452e + 02 6. 454e + 02 6. 453e + 02 6. 472e + 02 6. 460e + 02 2. 600

ZI(4,4) 2. 697e + 04 2. 697e + 04 2. 697e + 04 2. 697e + 04 2. 704e + 04 2. 700e + 04 0. 827

ZI(5,1) 9. 652e + 02 9. 669e + 02 9. 670e + 02 9. 669e + 02 9. 655e + 02 9. 682e + 02 0. 088

ZI(5,3) 1. 773e + 03 1. 773e + 04 1. 773e + 04 1. 773e + 04 1. 771e + 04 1. 775e + 04 0. 225

ZI(5,5) 1. 379e + 05 1. 471e + 05 1. 471e + 05 1. 471e + 05 1. 469e + 05 1. 473e + 05 14. 400

4. 2　 不变性验证及噪声鲁棒性

本文实验用来验证 ZCMI 对模糊和仿射形变的
不变性以及对噪声的鲁棒性。 实验图像为图像
lena,图 1(a)为原始图像,图 1(c) ~ 图 1( f)分别对
图像加入了仿射和模糊形变。 为了测试本文提出的
描述子对噪声的鲁棒性, 图 1 ( c), 图 1 ( d) 和
图 1(e),图 1( f)中分别加入了不同密度的高斯噪声
和椒盐噪声,其噪声密度为 0. 01 ~ 0. 20;两幅图像的
矩不变量值之间的相对误差可以表示为:

Ep( f,g) =
■I( f) (p) - ■I(g) (p)

■I( f) (p)
其中,f 和 g 分别用来表示原始图像和其发生某种形变
后的图像。 相对误差在此用来衡量形状描述子的不变
性。 其中,■I(p)及 I(p)为向量;■I(p) = (I0,I1,…,Ip),

Ip = (I(p,p -2 × (p -1) / 2 ) ,I(p,p +2 -2 × (p -1) / 2 ) ,…,I(p,p) ),p≥
0,且 I(p,q)在式(16)中已给出定义。

图 3 为分别使用本文提出 ZCMI 和 Zhang 等提
出的几何矩模糊和仿射不变量(GCMI)计算出的原始
图像和形变图像的矩不变量值之间相对误差的变化
情况。 图3 的2 条曲线分别表示使用GCMI 和本文提
出的 ZCMI 获得的相对误差。 由图 3(a)、图 3(c)、
图 3(d)可以看出,在图像包含有仿射形变和不同模
糊形变的条件下,加入不同密度的噪声时,与 GCMI
相比,随着噪声密度的增大,ZCMI 仍能够获得较小的
相对误差;虽然图 3(b)中出现个别不稳定现象,但整
体相对误差仍然相对较小。 因此,实验结果表明在不
同的混合形变和不同的噪声作用下,与 GCMI 相比,
本文提出 ZMCI 不变性及噪声的鲁棒性较好。
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图 3　 不同矩混合不变量的相对误差

5　 结束语

　 　 本文提出一种基于 Zernike 矩的模糊和仿射形
变具有不变性的形状描述子。 该描述子采用规范化
方法消除仿射变换的影响,得到 Zernike 矩仿射不变
量;将其与用中心对称点扩展函数方法得到的
Zernike 矩模糊不变量相结合构造出 Zernike 矩模糊
和仿射混合不变量。 实验结果表明,与几何矩模糊
和仿射混合不变量相比,本文提出的 Zernike 矩模糊
和仿射不变量描述能力强、不变性好,且对噪声敏感
度小。
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