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改进的三角网格表面近似测地线算法

施逸飞,熊岳山,朱晨阳,施　 鹏
(国防科学技术大学计算机学院高性能计算国家重点实验室,长沙 410073)

摘　 要: 三角网格表面的测地线计算问题可转化为三角网格表面两点间的最短路径计算问题,为了快速地计算三

角网格表面测地线,提出一种基于缩小最短路径搜索区域的三角网格表面近似测地线算法。 将三角网格沿坐标系

三坐标轴方向进行空间单元划分,使用 A∗算法求出两点间的最短路径盒子序列,进而得到新的搜索区域,计算三

角网格上两点间的最短路径,迭代细分最短路径邻域内的边以构造新的网格求解测地线。 实验结果表明,该算法

能够快速准确地计算出三角网格表面任意两点间的近似测地线,有效解决大型三角网格上最短路径计算速度慢的

问题,计算速度较改进前的算法提高了 10 倍 ~ 59 倍。 将该算法应用到虚拟肝脏手术系统的区域标定中,可满足虚

拟场景中对计算实时性和效果真实性的要求。
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【Abstract】 The computation of approximate geodesics algorithm on triangle mesh can be transformed to the computation
of the shortest path on triangle mesh. In order to figure out the geodesics on triangle mesh efficiently, an improved
approximate geodesics algorithm is presented. A weighted graph is constructed by splitting triangle mesh along the
Cartesian coordinate axes,thus the shortest path on lattice can be computed by A∗ algorithm and a new region of search
can be defined. The neighboring edges of the shortest path are iteratively subdivided to construct a new weighted graphs to
approach the geodesic. Experimental results show the improved algorithm can figure out the geodesics precisely and
efficiently. The speed up ratio of the algorithm range is increased between 10 and 59. A region labeling method on virtual
liver surgery based on the improved algorithm is also proposed,which can meet the computational real-time and quality
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1　 概述

计算三角网格模型表面两点间的测地线是计算
几何中的一个基础性问题,被广泛应用于计算机图
形学、地理信息系统、机器人学、虚拟现实、虚拟手术
等领域,有重要的理论意义与应用价值。

目前已有多种针对三角网格模型的测地线算法,
可分为 2 类:(1)计算三角网格上一点与其他所有点
之间的测地线算法;(2)计算给定两点间的测地线算

法。 在第(1)类测地线算法中,文献[1]提出了使用连
续的Dijkstra 算法计算测地线的MMP 算法,该算法的
时间复杂度为 O(n2 logn);文献[2]证明了 MMP 算法
的实际运算速度比理论速度快得多,并提出了一种复
杂度为 O(nlogn)的测地线近似算法;文献[3]提出了
著名的 CH 算法,该算法选定网格上一点作为根结点,
以网格的边为叶子结点,构造一棵序列树,任意点到
选定点的测地线可以在 O(n2 )内计算得到;文献[4]
提出一种时间复杂度为 O(n)的测地线近似算法,但
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事先需要对模型进行长时间预处理;文献[5]将热学
扩散方法引入测地线的计算,将近似测地线的计算速
度提高了一个数量级。 在第(2)类测地线算法中,文
献[6]将三角网格模型转化为带权图,利用 Dijkstra 算
法计算图上两点间的最短路径,再细分最短路径邻域
上的边来更新带权图,反复迭代计算最短路径得到两
点间的近似测地线;文献[2]在MMP 算法的基础上引
入启发性函数,使用连续的 A∗ 算法求取两点间测
地线。

本文在文献[6]的基础上,针对 Dijkstra 算法计
算最短路径速度较慢的问题,提出一种基于空间单
元划分的最短路径搜索区域缩小算法,在最短路径
计算前排除明显不在最短路径附近的边,提高最短
路径的计算速度。

2　 最短路径搜索区域缩小算法

基于空间单元划分的最短路径搜索区域缩小算

法的思想为:先构造一个由多个大小相等的正方体

盒子构成的搜索空间,求解盒子中心点间的最短路

径[7-8] ,然后由最短路径上盒子及其领域中的网格构

成新的搜索区域,在该搜索区域中可求出较精确的

最短路径视为测地线。
将三角网格模型 G 进行空间单元划分,设 Xmax,

Xmin,Ymax,Ymin,Zmax,Zmin分别为三角网格模型在 X,
Y,Z 轴上的最大值和最小值,沿 X 轴方向所划分的

盒子数量为 m,则单个盒子的长度 GridSize 为:

GridSize =
Xmax - Xmin

m
　 　 沿 Y,Z 方向划分的盒子数量 n,l 分别为:

n =
Ymax - Ymin

GridSize

l =
Zmax - Zmin

GridSize
　 　 三角网格模型就被分为 m × n × l 个正方体盒子。

遍历三角网格模型,找到每一个三角面片所在

的正方体盒子,如果一个三角面片在多个正方体盒

子中,则以三角面片质心所在的盒子为准。 将包含

三角面片的正方体盒子视为有效盒子,删除不是有

效盒子的正方体盒子。 图 1 是对 Bunny 模型进行空

间单元划分得到的所有正方体盒子和有效盒子。

图 1　 Bunny 模型的空间单元划分

　 　 建立无向邻接图,将所有有效盒子的顶点作为图
的结点,连接所有相邻的有效盒子的中心点,定义边
的权为相邻 2 个有效盒子中心点的欧氏距离。 盒子
间的相邻包括面相邻、边相邻和顶点相邻 3 种方式,
即盒子中心点间的距离分别为 GridSize, 2GridSize,
3GridSize。

使用 A∗算法求解测地线两端点所在盒子间的
最短路径[9] 。 A∗ 算法是一种启发式的搜索算
法[10] ,它把当前结点与起始节点的耗散 g(n)和与目
标节点的耗散 h(n)结合起来对节点进行评价:

f(n) = g(n) + h(n)
　 　 本文将 g(n)设为起始盒子到当前盒子的距离,
h(n)设为目标盒子到当前盒子的距离的一半,用
f(n)来评价结点。

设给定测地线起点所在盒子的序号为 indexs,终
点所在盒子序号为 indexe,则使用 A∗搜索算法计算
得到的 indexs 到 indexe 的最短路径 L 为一个相互连
接的盒子序列,该盒子序列大致体现了两点间测地
线的形态。 取出盒子序列以及其 n-邻域上盒子中包
含的三角面片构成新的测地线搜索网格区域 G′,两
点间的测地线必定位于新的搜索区域中。

整个算法可描述为:
算法　 SearchAreaRefining(G)
输入　 完整的三角网格模型 G
输出　 优化后的三角网格搜索区域 G′
(1) 将模型 G 所在空间划分为若干个相等的正

方体盒子。
(2) 将含有三角面片的盒子记为有效盒子,删

除非有效的盒子。
(3) 使用 A∗算法计算测地线起点和终点所在

盒子 indexs 和 indexe 间的最短路径,得到盒子序
列 L。

(4) 取出盒子序列 L 及其 n-领域上的盒子内所
包含的三角面片,得到优化后的搜索区域 G′。

图 2 是对 Bunny 网格模型搜索区域进行优化前
后的对比,经过上述方法的优化,Bunny 模型上两点
间最短路径的搜索区域三角面片数量由原来的
5 328个减小为 556 个,搜索区域大大缩小,在三角网
格表面计算最短路径的速度将显著提高。

图 2　 Bunny 模型搜索区域的优化
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　 　 判断三角面片属于哪个正方体盒子需要遍历整

个网格,计算量较大,但可以通过预处理提前计算完

成,不会占用该算法的计算时间。 因为计算最短路

径使用 A∗算法,得到盒子序列的计算无需遍历所有

有效盒子,同时有效盒子的数量往往比三角面片数

量少得多,所以上述方法可以在很短的时间内得到

盒子序列及其 1-领域内的盒子。 A∗ 搜索算法的时

间复杂度为 O(n),通过盒子序列得到新的搜索区域

的时间复杂度为 O(1),本文算法总的时间复杂度为

O(n)。

3　 迭代细分的近似测地线计算

本文算法可以计算三角网格上任意两点间的测

地线,测地线的起点和终点无需是三角网格的顶点。
若三角网格面上的某点不为三角网格的顶点,可对

该点所在的三角面片进行剖分,这样任意三角网格

表面的点都可转化为三角网格的顶点。 如图 3 所

示,剖分三角形 ABC,可使点 D 成三角网格的顶点。

图 3　 三角形剖分策略

　 　 三角形剖分完成后,可采用文献[6]的方法计算

三角网格表面任意两顶点间的近似测地线。 文

献[6]的方法首先将原三角网格模型转换成无向邻

接图,在图中使用 Dijkstra 算法求得两顶点间的最短

路径,接着细分最短路径领域内的边,使新加入的边

从原三角面片的内部通过,构成新的无向邻接图。
反复细分最短路径领域内的边,并计算更新后图中

两点间的最短路径,直到前后两次最短路径之差小

于给定阈值,求得的最短路径即为两点间的近似测

地线。
图 4 是使用文献[6]中方法计算最短路径的结

果,图 4 ( a) 中的粗线为初始网格中的最短路径,
图 4(b)中的粗线为近似测地线。

图 4　 文献[6]方法的计算结果

　 　 文献[6]中方法需要在整个网格范围内进行最

短路径计算,由于三角网格模型通常规模较大,该方

法的主要时间消耗在初始最短路径的计算中。 使用

基于空间单元划分的最短路径搜索区域缩小算法进

行优化,可以提前排除与最短路径距离较远的边,缩
小搜索区域,减小初始最短路径的计算时间。

4　 算法实验与分析

为了验证本文算法, 在 PC 机 ( CPU 为双核

1． 40 GHz,RAM 2 GB)上进行了实验,选取图 5 所

示的5 个不同规模的三角网格模型,计算其中选定两

点间的测地线,结果如表 1 所示。 可以看出,本文算

法计算速度优于文献[6]中的算法,三角网格模型规

模越大,优势越明显。 对于由 69 451 个三角面片构

成的 Bunny 模型,本文算法的计算速度是文献[6]算
法的 59 倍,计算效率明显提高。

图 5　 三角网格模型和测地线

表 1　 求解模型表面测地线的实验数据

模型 面片数
结果

误差 / %
文献[6]算法

计算时间 / s
本文算法

计算时间 / s
加速比

Fish 8 874 0． 054 0． 464 0． 043 10． 790
Liver 13 070 0． 121 0． 831 0． 062 13． 400
Dragon 23 161 0． 387 2． 804 0． 253 11． 820
Bunny 69 451 0． 438 21． 761 0． 366 59． 456

Armadillo 102 972 0． 355 内存不足 0． 438 -
Happy 204 744 0． 234 内存不足 0． 520 -
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　 　 图 5 中所有模型的测地线均可被正确求解,证
明了本文算法是切实可行的,且鲁棒性好。 对于较

复杂的模型,可以通过增加盒子划分数量的同时增

大提取最短路径盒子序列的 n-邻域操作中的 n 来提

高结果的精度。
在含有 13 070 个三角面片的 Liver 模型上进

行多组测地线计算,规定测地线相对长度为测地线

长度除以模型长方体包围盒对角线的长度,图 6 为

计算结果。 可以看出,模型大小一定时,测地线越

短,加速比越大。 由于本文算法避免了在全局范围

内进行 Dijkstra 计算,计算时间只和测地线经过的

三角面片数量有关,而与模型的大小无关。 本文算

法适合大规模三角网格上的测地线计算,对于大规

模三角模型上短距离的测地线计算有明显的时间

优势。

图 6　 Liver 模型上不同长度测地线的实验数据

5　 虚拟肝脏手术区域标定

虚拟肝脏手术是虚拟现实技术在现代医学中的

重要应用,它对虚拟场景的真实感、精确度、实时性

和交互性的要求比普通虚拟现实系统更高[11] 。 虚

拟肝脏区域标定是虚拟肝脏手术的重要步骤之一,
是一个典型的三角网格上测地线的计算问题。 区域

标定操作使用虚拟手术电刀与肝脏表面的三角网格

接触,采集得到一连串离散点,计算这些离散点间的

测地线。 测地线是贴于三角网格表面的最短线段,
依次连接相邻两离散点的测地线可以得到一条长曲

线,模拟电刀在肝脏表面划过的动作,如同用笔在纸

上划线。
本文虚拟肝脏手术系统的硬件为 PC 机(CPU

四核 3． 40 GHz,RAM 8 GB)以及 SensAble 公司生

产的 PHANTOM 触觉交互设备[12] ,系统软件开发基

于 图 形 开 发 包 OpenGL 和 力 反 馈 开 发 包

OpenHaptic,OpenGL 用来完成图形的绘制工作,

OpenHaptic 用来完成触觉系统的交互工作。 为了模

拟真实手术场景,在该系统的区域标定步骤中,
PHANTOM 触觉交互设备在肝脏表面的采点速率不

能低于每秒 3 个,相邻两点间的测地线必须在0. 33 s
内计算完成,若在整个三角网格模型范围内进行

Dijkstra 最短路径计算将无法满足实时计算的要求。
PHANTOM 采集到的点间距离通常不大,使用

本文算法可以缩小最短路径搜索区域,提高计算效

率。 将肝脏模型划分为 15 × 10 × 10 个正方体盒子,
近似测地线的计算进行 5 次迭代求解得到,离散点

间的近似测地线如图 7 中线段所示。 测地线的平均

计算时间为 0． 03 s, 测地线的平均计算误差为

0． 07% ,可以满足虚拟场景的实时性和真实性的

要求。

图 7　 肝脏手术区域标定的模拟效果

6　 结束语

本文提出了基于空间单元划分的最短路径搜索

区域缩小算法,对三角网格表面两点间近似测地线

的算法进行了改进,使近似测地线迭代计算中初始

最短路径计算的速度明显提高。 实验结果表明,该
算法有效地解决了大型网格表面近似测地线计算效

率低下的问题,近似测地线的计算时间较原算法大

大减少。 将该算法应用于虚拟肝脏手术系统中,满
足了模拟肝脏手术表面区域标定对实时性和真实性

的需求。
对于复杂的、表面起伏较大的三角网格中测地

线的计算,必须采用减小空间单元划分的密度或者

扩大有效盒子邻域的方法来保证结果的正确性,这
在一定程度上降低了计算效率,因此,如何根据三

角网格的分布特征对模型进行非均匀单元划分,提
高算法的效率和精确性,是下一步需要研究的

内容。
(下转第 249 页)
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会自动配置 xml 文件并生成目标内核源码。
(4)新的 Linux 内核源码编译并烧写开发板:对

生成的目标 Linux 内核源码进行交叉编译,并烧写
到开发板进行测试。

图 6　 驱动参数定义

　 　 通过上述的测试验证实验可以看出,与目前学
术界和工业界所普遍采用的移动设备 Linux 内核的
BSP 移植适配方法相比,本文所提出的移植框架和
工具可简化 Linux 内核的 BSP 移植适配工作流程,
可大幅提高 BSP 移植适配的工作效率。

7　 结束语

本文设计并实现一种基于源代码分类管理的
Andriod BSP 移植管理框架, 一定程度上解决了
Linux 未提供完善开发文档支持和 Linux 体系结构
的层次划分、代码之间的关联,以及各种实现之间的
注册和调用关系等缺乏指导性文档问题。 测试结果
表明,本文设计的框架和工具可有效提高 BSP 移植
开发人员移植和升级开发板Android Linux内核的

工作效率。 下一步将研究如何减少 Android Linux
内核源码重构的工作量。
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