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摘　 要: 利用扭曲的雅可比相交曲线上的 Frobenius 自同态映射,构造在扭曲的雅可比相交曲线二次扭曲线上的一

个斜-Frobenius 映射,可用于制定扭曲的雅可比相交曲线的快速点乘算法,而不需要使用任何倍点。 采用 GLV 方

法加快扭曲的雅可比相交曲线上的点乘运算,给出斜的 Frobenius 映射的特征多项式。 实例结果表明,该映射能够

加速扭曲雅可比相交曲线上的标量乘运算。
关键词: 雅可比相交曲线;双有理等价;扭曲曲线;斜-Frobenius 映射;τ-展开;GLV 方法

中文引用格式:曹鸿钰,王鲲鹏. 扭曲雅可比相交曲线上的斜-Frobenius 映射[J] . 计算机工程,2015,41(1):270-274.
英文引用格式:Cao Hongyu,Wang Kunpeng. Skew-Frobenius Mapping on Twisted Jacobi Intersection Curve [ J] .
Computer Engineering,2015,41(1):270-274.

Skew-Frobenius Mapping on Twisted Jacobi Intersection Curve

CAO Hongyu,WANG Kunpeng
( Institute of Information Engineering,Chinese Academy of Sciences,Beijing 100093,China)

【Abstract】 Using the Frobenius endomorphism on twisted Jacobi intersection curve, this paper constructs a skew-
Frobenius mapping which is defined on the quadratic twist of twisted Jacobi intersection curve. It can be exploited to
devise fast point multiplication algorithm on twisted Jacobi intersection curve that does not use any point doubling. The
Gallant-Lamber-Vanstone(GLV) method can be used for speeding up point multiplication on twisted Jacobi intersection
curve. The characteristic polynomial of the mapping is given. Example results show that the mapping can speed up the
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1　 概述

早在 1829 年,Jacobi 研究了雅可比相交( Jacobi
intersection)形式的椭圆曲线 (简称雅可比相交曲
线), 给出了其上的群律。 雅可比相交曲 线 在
1986 年被 Chudnovsky 和 Chudnovsky[1] 引入椭圆曲
线密码学。

雅可比相交曲线是一种三维空间中 2 个曲面的
交,其上不仅可以有一般的标量乘,还可以实现配对
计算。 文献[2]给出了雅可比相交曲线上雅可比相
交曲线上配对的具体计算方法。

本文回顾扭曲雅可比相交曲线和椭圆曲线上的
Frobenius 映射。 介绍扭曲雅可比相交曲线上的

Frobenius 映 射。 引 入 斜-Frobenius 映 射, 并 应 用
Frobenius 映射和斜-Frobenius 映射来加速扭曲雅可
比相交曲线上的的标量乘运算。

2　 预备知识

2. 1　 背景介绍

雅可比相交曲线上的标量乘速度是比较有竞争
力的,例如在其上可以进行快速倍点和三倍点计算。
其中,文献[1]给出了射影坐标中雅可比相交曲线上
的快速倍点和点加公式。 文献[3-4]对快速倍点和
点加公式给出了一些改进。 文献[5]给出了雅可比
相交曲线上的快速三倍点公式。 文献[6]给出了更
快速的公式。 另外,文献[7]的分析表明特征 3 的域
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上雅可比相交曲线上的标量乘计算得更快。
由于计算 Frobenius 映射比计算倍点效率高,文

献 [ 8 ] 提 出 了 利 用 二 次 twised 椭 圆 曲 线 上 的

Frobenius 映射替代倍点。 文献[9]称这种映射为斜-
Frobenius 映射,并构造了亏格为 2 和 3 的超椭圆曲

线上的斜-Frobenius 映射。
文献[10]将雅可比相交曲线推广为扭曲雅可比

相交形式的椭圆曲线(简称扭曲雅可比相交曲线)。
在一个特征不为 2 的域 k 上,任一扭曲雅可比相交

曲线双有理等价于一条椭圆曲线。 利用扭曲雅可比

相交曲线和椭圆曲线间的双有理映射,构造了域 k
上的扭曲雅可比相交曲线上的 Frobenius 映射,并给

出这一 Frobenius 的特征方程。 利用扭曲雅可比相

交曲线上的 Frobenius 自同构映射可以构造快速标

量乘算法。
利用扭曲雅可比相交曲线上的 Frobenius 映射

和文献[8]中的方法,构造了扭曲雅可比相交曲线上

的斜-Frobenius 映射。 借鉴文献[11]中的方法,结果

表明斜-Frobenius 映射可以用来加速扭曲雅可比相

交曲线上的标量乘。 扩展文献 [ 12 ] 的方法,文

献[13]方法也可以应用在加速扭曲雅可比相交曲线

的标量乘上。
2. 2　 雅可比相交曲线与扭曲雅可比相交曲线

特征不为 2 的域 k 上的雅可比相交曲线定

义为:
u2 + v2 = 1
bu2 + w2 = 1{

其中,b∈k,(1 - b) b≠0,(0,1,1)为零元。 其上的

群律由以下方程给出:
(u1,v1,w1) + (u2,v2,w2) = (u3,v3,w3)

其中, u3 =
u1v2w2 + u2v1w1

v2
2 + u2

2w2
1

; v3 =
v1v2 - u1w1u2w2

v2
2 + u2

2w2
1

;

w3 =
w1w2 - bu1v1u2v2

v2
2 + u2

2w2
1

。

文献[10]将雅可比相交曲线推广为广义形式的

扭曲雅可比相交曲线 EJ,a,b,定义为:
au2 + v2 = 1
bu2 + w2 = 1{

其中,a,b∈k,(a - b) ab≠0。 扭曲雅可比相交曲线

的群律定义为[10]:
(u1,v1,w1) + (u2,v2,w2) = (u3,v3,w3)

其中, u3 =
u1v2w2 + u2v1w1

v2
2 + au2

2w2
1

; v3 =
v1v2 - au1w1u2w2

v2
2 + au2

2w2
1

;

w3 =
w1w2 - bu1v1u2v2

v2
2 + au2

2w2
1

。

更加完整的群律可以参考文献[14]。

扭曲雅可比相交曲线是光滑曲线并且双有理等
价于椭圆曲线 y2 = x(x - a)(x - b)。

一条扭曲雅可比相交曲线 EJ,a,b是雅可比相交
曲线 EJ,1,b / a 的二次扭曲曲线。 更一般地,EJ,a,b 是

EJ,a—,b—的二次扭曲曲线,其中 b / a = b
—
/ a
—
。 反过来,每

个扭曲雅可比相交曲线的二次 twist 曲线是一个扭
曲雅可比相交曲线。
2. 3　 椭圆曲线上的 Frobenius 映射

设 Fq 是一个特征大于 2 的有限域。 Fq 上的椭

圆曲线定义为:
E:{(x,y) | y2 = x3 + a2x2 + a4x + a6,a2,

a4,a6∈Fq}∪{∞ }
其中, ∞ 为 无 穷 远 点。 椭 圆 曲 线 E 上 的 q 次
Frobenius 映射 πq 定义为:

πq:E→E
(x,y)→(xq,yq)
记 N = #E(Fq),根据 Hasse 定理得到 N = q +

1 - t,这里 t≤ q,且 πq 的特征方程 aq(λ)为:
aq(λ) = λ2 - tλ + q

则对于任一 P∈E(Fq
—
),πq 满足方程:

(π2
q - tπ + q)P = ∞

其中,Fq
—
是 Fq 的代数闭包。

3　 Frobenius 映射

设 Fq 是一个特征大于 2 的有限域且 EJ,a,b是定

义在 Fq 的扭曲雅可比相交曲线。 考虑如下的 EJ,a,b

上的 q 次 Frobenius 映射:
Πq:EJ,a,b→EJ,a,b

(u,v,w)→(uq,vq,wq)
并且证明如下结论。
定理 1 　 EJ,a,b是定义在 Fq 上的扭曲雅可比相

交曲线且 # EJ,a,b = q + 1 - t。 那么对于任一 P∈
EJ,a,b(Fq),EJ,a,b上的 Frobenius 映射 Πq 满足:

(Π2
q - tΠ + q)P = ∞

为了证明这一定理,引入如下的引理。
引理 1　 Fq 是一个特征大于 2 的有限域。 任意

一个 Fq 上的扭曲雅可比相交曲线在 Fq 中双有理等

价于一个形式为 y2 = x ( x - a) ( x - b) 的椭圆
曲线[10]。

根据引理 1,存在 Fq 上的一个形式为 y2 = x(x -

a)(x - b)的椭圆曲线 E,满足 EJ,a,b(Fq
—
)≅E(Fq

—
)。

设 ψ 是 EJ,a,b到 E 的同构映射,φ 是 ψ 的逆映射。 由
文献[10]中的定理 3. 2,得到映射:

ψ:(u,v,w)→(x,y) = ( - a(w +1)
v -1 , au

v -1(x - b))

是 EJ,a,b 到 E 双有理等价映射,同时它的逆映射
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φ 为:
φ:(x,y)→(u,v,w) =

　 ( - 2y
x2 - ab

,x
2 - 2ax + ab
x2 - ab

,x
2 - 2bx + ab
x2 - ab

)

点(u,v,w) = (0,1,1)对应点(x,y) = ∞ ,点(u,
v,w) = (0,1, - 1)对应点(x,y) = (b,0)。

引理 2 　 EJ,a,b是定义在 Fq 上的扭曲雅可比相

交曲线且 E 是形式为 y2 = x(x - a)(x - b)的椭圆曲
线。 设#E(Fq) = q + 1 - t,ψ 是如上定义的双有理映

射,πq 是 E 上的 q 次 Frobenius 映射。 定义Ψ = ψ - 1 ■
πq ■ψ,那么:

(1)Ψ∈End (EJ,a,b) (即 Ψ 是 EJ,a,b 上的同源
映射);

(2)任一 P∈EJ,a,b(Fq),Ψ 满足:
Ψ2(P) - [ t]Ψ(P) + [q](P) = ∞ EJ,a,b

证明:根据对引理 1 的讨论,ψ 是 EJ,a,b到 E 的
Fq 中的同构映射,πq 是 E 上到自身的 Fq 中的同源
映射。 根据 Ψ 的定义,Ψ 是 EJ,a,b到自身的 Fq 中的
同源映射。

对于任一 P ∈ EJ,a,b ( Fq ), 记 Q = ψ ( P) ∈
E(Fq),则:

(π2
q - tπ + q)Q = ∞ E

所以:
ψ - 1(π2

q - tπ + q)ψ(P) = ∞ EJ,a,b

根据文献[15]的定理 4. 8 得到:
ψ -1π2

qψ(P) - [t]ψ -1πψ(P) + [q](P) =∞ EJ,a,b

即:
Ψ2(P) - [t]Ψ(P) + [q](P) =∞ EJ,a,b

证毕。
定理 1 的证明:E 是 Fq 上的一个形式为 y2 =

x(x - a)(x - b)的椭圆曲线,Ψ 是引理 2 中的 EJ,a,b

自同 构 映 射。 根 据 Ψ 的 定 义, 对 于 任 一 P =

(u,v,w)∈EJ,a,b(Fq
—
),有:

Ψ(u,v,w) = (ψ - 1 ■πq ■ψ)(u,v,w) =

　 (ψ - 1 ■πq)( - a(w + 1)
v - 1 , au

v - 1(x - b)) =

　 ψ - 1( - a(wq + 1)
vq - 1

,au
q

vq (x - b)) =

　 (uq,vq,wq)
因此,对于任一 P∈EJ,a,b(Fq

—
),能得到 Ψ(P) =

Πq(P)。 那么根据引理 2,定理 1 得到证明。
可以用这样的 Frobenius 映射加速扭曲雅可比

相交曲线上的标量乘。

4　 斜-Frobenius 映射

利用第 3 节中的扭曲雅可比相交曲线上的
Frobenius 映射构造雅可比相交曲线的二次 twist 曲

线上的斜-Frobenius 映射。 这个构造是文献[8,11]
中结果的扩展。

Fq 上的 EJ,a,b是 EJ,a—,b—的二次扭曲曲线,其中a
—
,

b
—
满足 b / a = b

—
/ a
—
,令:

ϕ:EJ,a,b→EJ,c,d

(u,v,w) |→( αu,v,w)

其中,α = a / a
—
。 若 α 是 k = Fq 上的二次非剩余,则映

射 ϕ 是在域 k( α)上的 EJ,a,b到 EJ,a—,b—的同构映射,
记 E t

J,a,b的二次 twist 曲线为 E t
J,a,b。

下面开始构造 E t
J,a,b上的斜-Frobenius 映射 Πt

q。
根据 EJ,a,b上的 Frobenius 映射 Πq 的定义,E t

J,a,b上的

斜-Frobenius 映射 Πt
q 可以定义为:

Πt
q:E t

J,a,b
ϕ - 1

→EJ,a,b

Πq→EJ,a,b
ϕ
→E t

J,a,b

因此任一 P = (u,v,w)∈EJ,a,b((F2
q),Πt

q 满足:

Πt
q(P) = ϕ ■Πq ■ϕ - 1 ( u, v,w) = ( α

1 - q
uq,

vq,wq)
定理 2　 EJ,a,b是 k =Fq 上的扭曲雅可比相交曲线

且 Et
J,a,b是 EJ,a,b的二次扭曲曲线。 设#EJ,a,b(Fq) = q +

1 - t,映射 ϕ 是 k( α)上的 Et
J,a,b到 Et

J,a,b的同构映射。
设Πq 是 EJ,a,b上的 q 次 Frobenius 映射。 定义 Πt

q = ϕ ■

Πq ■ϕ -1,则对于任一 P∈Et
J,a,b(F

—2
q),Πt

q 满足:
(Πt

q) 2(P) - [ t]Πt
q(P) + [q](P) = ∞ EtJ,a,b

证明:根据定理 1,得到 Π2
q - tΠ + q = 0,进而可

以推出 ϕ ■(Π2
q - tΠ + q) ■ϕ - 1 = 0,即对于任一 P∈

E t
J,a,b(F

—
q
2),Πt

q 满足:
(Πt

q) 2(P) - [ t]Πt
q(P) + [q](P) = ∞ EtJ,a,b

和 Frobenius 映 射 Πq 类 似, E t
J,a,b 上 的 斜-

Frobenius 映射 Π t
q 可以用来加速扭曲雅可比相交曲

线上的标量乘。

5　 方法应用描述与实例

为了加速标量乘,文献[16-17]利用 Frobenius
自同构映射开发出了不利用倍点公式的标量乘算
法。 这种基于 Frobenius 自同构的特征方程的 nP 分
解已经被用来计算标量乘:

nP = ∑
i≥0

ciτiP

其中,ci 是固定集合中的元素,例如 { - q / 2,…,
q / 2}。

若 Fq 是一个小域时,标量乘可以使用不相邻形

式以 τ 为基展开 nP 来加速[18-19]。 当 Fq 非常大时,
文献[13]设计了一种方法来加速标量乘。
5. 1　 τ-进制展开方法

EJ,a,b是 k = Fq 上的扭曲雅可比相交曲线且

272



第 41 卷　 第 1 期 曹鸿钰,王鲲鹏:扭曲雅可比相交曲线上的斜-Frobenius 映射 　 　

EJ,a,b是 EJ,a,b 的二次扭曲曲线。 根据定理 2,存在

一个复数 τ 使得 E t
J,a,b上的斜-Frobenius 映射可以被

认为是 τ。 τ 是一个由以下方程给出的复数:
τ2 - tτ + q = 0

其中,t = q + 1 - #EJ,a,b(Fq)。 可以将 k∈Z[τ]的 ω
宽窗口 τ 的不相邻形式(ω-τNAF)表示如下:

k = ∑
t -1

i = 0
ciτi

其中,ci∈{ - q / 2,…,q / 2}, i = 0,1,…, t - 1;如果
ci,ci + 1,…,ci + ω - 1是 ω 个连续系数,那么它们当中至
多一个非零。

对于 P∈E t
J,a,b(F

—2
q),nP 可以被如下快速计算:

nP = ∑
t -1

i = 0
(Πt

q) i(ciP)

(Πt
q) i(ciP)可以按如下公式计算:

(Πt
q) i(ciP) = ( α

1 - qi
uqi,vqi . wqi)

利用 EJ,a,b上的 Frobenius 映射 Πq,上述方法可
以应用在扭曲雅可比相交曲线上。

虽然 Πt
q 耗时比 Πq 长得多,但是当#E t

J,a,b(F2
q)

和素数相差不大时,利用 Πt
q 计算 E t

J,a,b上的标量乘
还是比过去的方法快。
5. 2　 GLV 方法

扩展文献[11]的方法,将 GLV 方法应用在扭曲
雅可比相交曲线的标量乘上。

定理 3 　 设 Fq 的特征大于 3,EJ,a,b是 k = Fq 上
的扭曲雅可比相交曲线,且#EJ,a,b (Fq) = q + 1 - t。
令 E t

J,a,b 是 F2
q 上 的 EJ,a,b 的 二 次 扭 曲 曲 线, 则

#E t
J,a,b(F2

q) = (q - 1) 2 + t2。 设 r | #EJ,a,b(F2
q)是一个

素数且 r > 2q。 ϕ:EJ,a,b→E t
J,a,b是一个定义在 F4

q 上
的扭曲同构映射。 令:

Πt
q = ϕ ■Πq ■ϕ - 1

则对于任一 P∈Et J;a;b(F2
q)[r],Πt

q 满足:
(Πt

q) 2(P) + P = ∞ EtJ,a,b

证明:由著名的 Weil 定理,得到#EJ,a,b (F2
q) =

(q + 1) 2 - t2 和#EJ,a,b(F2
q) = (q - 1) 2 + t2。

由于 r 是素数且 r > 2q,因此 rχ#EJ,a,b (F2
q) =

(q + 1 - t) ( q + 1 + t)。 根据定理假设,可以得到
r | #E t

J,a,b(F4
q) = # EJ,a,b ( F2

q ) # EJ,a,b ( F2
q ), 但 是

r2χ#EJ,a,b(F4
q)。 这意味着若 $ P = (u,v,w)∈E t

J,a,b

(F2
q)[r],则 Πt

q(P)属于 E t
J,a,b(F2

q)[r],那么就存在

λ∈Z 满足 Πt
q(P) = λP。

根据定义,Πt
q(u,v,w) = (α

1 - q
2 uq,vq,wq),这里

α∈F2
q 是 F2

q 中的二次非剩余。 同时得到:

(Πt
q) 2(u,v,w) = (α

1 - q2
2 uq2,vq2,wq2)

由于 α∈F2
q 是 F2

q 中的二次非剩余,则 α
1 - q2

2 = -1。

又 P = (u,v,w)∈E t
J,a,b(F2

q),那么有:
uq2 = u,vq2 = v,wq2 = w
因此:
(Πt

q) 2(u,v,w) = ( - u,v,w) = - P
证毕。
例 1　 p = 2192 - 264 - 1 是一个素数。 d = 264 + 1

是 Fp 上的一个二次非剩余。 则在 F4
p 上,EJ,1,λ(λ =

- 421)的二次扭曲曲线是 EJ, d, dλ。 在 F4
p 上,EJ,1,λ

到 EJ, d, dλ的扭曲同构映射定义为:
ϕ:EJ,1,λ→EJ, d, dλ,(u,v,w) |→(d - 1 / 4u. v. w)
EJ, d, dλ上的斜-Frobenius 映射为:

Πt
p(u,v,w) |→(d

1 - p
4 up . vp . wp)

对于 P∈EJ, d, dλ(Fp2),有:

Πt
p(u,v,w) |→(d -1 / 4up2 . vp2 . wp2) = (d

1 - p2
4 u,v,w)

由于 d 是 Fp 上的一个二次非剩余且 p ≡

1(mod4),因此在 F2
p 上 d

1 - p2
4 = 1。

对于任一 P∈EJ, d, dλ(Fp2),Πt
q 满足(Πt

q)2(P) +
P =∞ EJ, d, dλ

。
例 2 　 p = 2255 - 19 是一个素数。 d = 121 665 /

121 666 是 Fp 上的一个二次非剩余,则 EJ, d, dλ 是

EJ, - 1,λ(λ = - 5 737)在 F4
p 上的二次扭曲曲线。 可

以定义 EJ,1,λ到 EJ, d, dλ的 F4
p 上的扭曲同构映射为:

φ:EJ,1,λ→EJ, d, dλ,(u,v,w) |→(d - 1 / 4u. v. w)
EJ, d, dλ上的斜-Frobenius 映射为:

Πt
p(u,v,w) |→(d

1 - p
4 up . vp . wp)

对于 P∈EJ, d, dλ(Fp2),有:

Πt
p(u,v,w) |→(d -1 / 4up2 . vp2 . wp2) = (d

1 - p2
4 u,v,w)

d 是 Fp 上的一个二次非剩余且 p≡1(mod4),

则在 F2
p 上 d

1 - p2
4 = 1。

可以推出对于任一 P∈EJ, d, dλ (Fp2 ),Πt
p 满足

(Πt
q) 2(P) + P = ∞ EJ, d, dλ

。
同时由于 EJ,a,b是 EJ,a—,b—的二次扭曲曲线,其中

b / a = b
—
/ a
—
,这样可以选小一点的a

—
,b

—
,使得 EJ,a—,b—是

EJ,a,b的二次扭曲曲线。

6　 结束语

本文论述了定义在有限域 Fq 上的扭曲雅可比相

交曲线中的自同构,介绍了扭曲雅可比相交曲线上
Frobenius 映射的性质并给出了这个 Frobenius 映射的
特征方程。 应用扭曲雅可比相交曲线上的 Frobenius
映射,构造了定义在扭曲雅可比相交曲线二次扭曲曲
线上的斜-Frobenius 映射。 结果表明,扭曲雅可比相
交曲线的 Frobenius 映射和斜-Frobenius 映射可以加
速扭曲雅可比相交曲线上的标量乘运算。
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