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摘#要" 针对一种双目标优化网络模型具有 4)H 节点聚集行为的现象&提出分形的涌现与 4)H 节点的聚集行为有

关的结论$ 采用盒子覆盖法对该模型的 " 种优化网络进行重整化&验证该模型存在分形性和尺度不变性$ 进一步

比较一些真实网络和优化网络的平均最短路径&分析骨架结构的分形临界条件$ 实验结果表明&分形网络只要满

足结构平衡&就具有确定比例的 4)H 节点聚集和 4)H 节点排斥行为$
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")概述

复杂网络的拓扑特性中有 $ 个最重要的发现*

小世界效应和无标度特性$ 小世界效应&也叫作0六

度分离1&起源于社会网络&是指大部分节点可以通

过很短的路径到达各个节点
(&6$)

#另一个关键的属性

是它的度分布服从幂律分布
("6))

$

文献(()分析了复杂网络的分形起源&并从网络

演化的角度提出了基于 J8,8H\C061#H+,*模型的 $ 个增

长模型$ 其中一个模型有 4)H 节点排斥行为!4)H 节

点倾向于连接那些度数小的节点"&另一个模型有

4)H 节点吸引行为!4)H 节点倾向于 4)H 节点相连&

度数小的节点倾向于连接到度数小的节点"$ 结果表

明&4)H 节点排斥模型生成分形网络&4)H 节点吸引

模型产生非分形网络$ 因此得出结论&4)H 节点排斥

行为是产生分形的原因$ 而文献(')提出的异配性是

分形产生的原因&也与文献(()的观点吻合$

本文发现文献(,)的优化模型具有分形特性&该

模型的 4)H 节点之间的平均距离非常短&并且度相关

性表现出强烈的同配性$ 这些结果表明该模型的分
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形特征与以往分形涌现的原因不同$ 此外&还研究了

该模型的骨架结构的临界条件&发现该模型符合分形

涌现的临界条件$ 根据这个结论&推出分形的涌现可

能是由于网络中存在结构平衡$ 最后&通过对比真实

网络的网络直径和节点数量进行验证$

!)相关技术

连接度为 2的节点数目的概率 "!2"服从公式*

"!2"

$

2

1

%

!&"

在自然界中存在许多不规则的现象&如山川'河

流等&在欧几里德几何中&形状的拓扑维度是常数&

所以这些自然现象无法用传统的几何术语来描

述
(*)

$ 为了解释分形维度超过它的拓扑维度的数学

集合&文献(&%)提出了分形几何理论$ 为了揭开复

杂网络的潜在特征&许多研究人员专注于复杂网络

的分形特征$ 分形性意味着&覆盖整个网络的盒子

的数量 E

D

约等于底数为盒子大小
%

%

&幂为 16

D

的幂

律函数$ 这个性质用公式表示如下*

E

D

!

5

D

"

$5

16

D

D

!$"

尺度不变性表明不同尺度下的重整化网络的度

分布仍然服从幂律分布$ 盒子作为新的节点和盒子

间的连接组成新的重整化网络$ 尺度不变性定义

如下*

%!21"

$

21

1

%

!""

21-4!

5

D

"2 !!"

其中&2S是重整化网络的节点度#2是重整化网络中

盒子的最大度#4!

5

D

"表示度缩放的比例因子&与
5

D

呈幂律关系$

&)盒子覆盖法

文献(&&)基于复杂网络分形特性的研究吸引

了广泛的关注$ 将重整化群分析法引入复杂网络&

并利用盒子覆盖法来实现&即用给定大小的盒子覆

盖整个网络$ 通过这个过程&发现许多真实网络&

例如蛋白质交互网络'细胞网络&都具有分形性和

尺度不变性$

盒子覆盖法定义为*用最少的边为
5

D

的盒子覆

盖整个网络$ 盒子覆盖法是最被认可的定义尺度不

变性和分形的方法$ 研究者提出了许多解决盒子覆

盖问题的算法&例如贪婪着色法
(&$)

和随机燃烧法
(&")

!选取随机节点作为盒子的种子&然后一步一步地燃

烧邻居节点"&还有边覆盖法
(&!)

$ 文献 (&))提出的

优化算法在之前的算法上盒子数量有很大的改进$

本文采用广泛使用的贪婪着色法$

盒子覆盖问题可以转化为在对偶网络PS上的顶

点着色问题$ 顶点着色问题就是找到最少颜色数目

来给整个网络着色$ 根据规则*$ 个相连的节点必须

采用不同的颜色进行着色$ 对偶网络 PS的构建方

法*如果 $ 个节点之间的最短路径不大于盒子大小

5

D

&则连接 $ 个节点$ 给定一个有 ' 个节点的图 P&

生成它的对偶网络 PS&设置盒子大小分别为
5

D

-"

和
5

D

-!$ 然后运用贪婪着色算法来覆盖对偶网络

PS$ 因此得到&

5

D

-" 时 E

D

!"" -"&

5

D

-!时&E

D

!!"

-$$ 最后&从
5

D

-& 到
5

D

-

5

'89

&通过迭代计算对偶

网络 PS上的着色数目&可以得到式!$"中定义的网

络中的分形度$

重整化过程通过对网络进行不同盒子大小
5

D

的

着色&来实现不同尺度上的缩放$ 图 & 通过把盒子

当作新的节点然后连接不同的盒子作为新的边&来

重构网络$ 如图 & 所示&对于盒子 9&21-&&2-$&对

于盒子 >&2S-$&2-$&对于盒子 N&21-&&2-"$

图 !)盒子覆盖问题转化为图着色问题流程

$)优化网络特征分析

$J!)优化模型

文献(&%)提出了一个复杂网络的优化模型$ 该

模型有 $ 个优化目标*最小化节点度的总和&最大化

边的度的总和$ 节点 !和节点 $之间边的度定义为*

/

!$

-6

9

!

6

>

$

!)"

其中&6

!

和 6

$

分别为节点!和节点 $的度#9 和 > 都是非

负常量$ 另外&该模型有 $ 个约束条件*平均最短路径
5

%

和网络中度数最小的节点数 )

'0.

收敛到预定的非负常

量$ 本 文 选 择 了 " 个 优 化 网 络&即 W,8:*8#-D"&&

W,8:*8#-D"$&W,8:*8#-D""&采取的参数值如表 & 所示$ 这

" 个无标度网络所服从的幂律函数的幂指数
%

-"$&(&

$$&" 和 "$%$

表 !)优化网络的参数

网络 E

)

'0.

5

%

%

W,8:*8#-D"& "%% " ( "$&(

W,8:*8#-D"$ "%% $ ' $$&"

W,8:*8#-D"" & )%% $ !% "$%%

##图 $ 和图 " 分别为重整化优化网络 W,8:*8#-D"&&

W,8:*8#-D"$ 的过程$ 在图 $ 中&盒子大小为
5

D

-"$

W,8:*8#-D"& 网络节点数为 "%%&)

'0.

-"&

%

-"$&(&

5

D

-($

在图 " 中&W,8:*8#-D"$ 网络节点数为 "%%&)

'0.

-$&

%

-$$&"&

5

D

-'$

%!$
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图 &)Q407802.<5! 网络

图 $)Q407802.<5& 网络

$J&)优化网络的分形特性

图 $ 和图 " 展现了对盒子大小为 " 的W,8:*8#-D"&

和 W,8:*8#-D"$ 网络的重整化过程$ 可以看出重整化

下的优化网络的尺度不变性&即 4)H 节点集聚性&其

他节点集聚在 4)H 附近类似于星型!W,8:*8#-D"&"或

星轨!W,8:*8#-D"$"$ W,8:*8#-D"& 网络的尺度不变性

如图 ! 所示&网络的度分布服从式 !! " 的分布$

W,8:*8#-D"& 网络和重整化网络的度分布服从相同指

数
%

-"$&( 的幂律分布$ 在图 ! 中&E

D

!

5

D

"QE5

5

D

的

双对数坐标图$ 在图 )中&用大小为
5

D

的盒子重整化

W,8:*8#-D"& 网络所表示出的度分布不变性$ 比较初

始W,8:*8#-D"& 网络和用大小为
5

D

-$ 和
5

D

-" 和重整

化之后网络的度分布$ 内部插图是对于不同的
5

D

&21

-4!

5

D

"2的比例$ 优化网络显示出分形特性$ 如

图 !和图 ) 所示&随着盒子大小
5

D

变化&盒子数目 E

D

服从 严 格 的 幂 律 分 布$ W,8:*8#-D"& 的 指 数 6

D

-$$%',&W,8:*8#-D"$ 的指数 6

D

-&$)&*&W,8:*8#-D""

的指数 6

D

-&$",$$

图 %)$ 种网络的分形特性

图 K)Q407802.<5! 网络的尺度不变性

$J$)优化网络的 UVB节点聚集性

从图 $ 和图 " 的拓扑图可以看出&优化网络有

非常明显的 4)H 节点聚集行为$ 这里提出了参数

.A

8

!+" /来测量 4)H 节点平均最短路径&在所有

节点的集合
8

中&选择 +个连接度最大的节点&公式

定义如下*

.A

8

!+" /-

%

!

!8

&$

!8

&!

,

$

5

!$

+!+1&"

!("

在图 ( 中&通过 " 个优化网络验证$ 4)H 节点

聚集行为即 4)H 节点间的距离很小&" 个 .A

8

!+" /

都在(&&$)之间&这表明了 4)H 节点具有很强的聚

集性$

图 N)UVB节点间的平均最短距离

##邻居相关度 .2

&&

/通常用来分析节点的相关

性$ 参照文献(&()& .2

&&

/定义为*

.2

&&

/-

%

21

21"!2182" !'"

其中&"!2182"为度为 2的节点连接度为 2S的节点的

条件概率$ 图 ' 显示了 " 个优化网络都是同配的&

因为斜率是正数&这表明度数大的节点倾向于连接

度数大的节点
(&')

$

图 ' 表明 " 个优化网络都是同配网络&这意味

着度数大的节点倾向于连接度数大的节点$ 可以看

出&4)H 节点排斥行为在某些情况下可以被看作分

形特性产生的原因&但是因为发现了反例&证明 4)H

节点排斥不是分形产生的充分条件$ 文献(')把异

配性看作产生自相似的原因$ 然而&本文的结果表

&!$
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明同配网络具有自相似性和分形$ 因此&复杂网络

分形起源的深层原因需要进一步发掘$

图 ()邻居相关性

%)分形网络的结构平衡

为了解释网络中分形结构涌现的原因$ 认为分

形网络中有结构平衡
(&,)

&以保持平均最短距离
5

%

和

节点数目的对数 #"/E的比例在一定的范围内$ 根

据复杂网络的拓扑结构&按照文献(&*)里提到的&将

一个网络分成几个层$ 最大连接的 4)H 节点&被当

作中心&其他的节点根据它们到 4)H 节点的距离分

配在不同的层$ 4)H 节点吸引性和边界的大幅增长

是成对出现的&具有相反的力量&它们互相作用来维

持结构平衡$ 4)H 节点吸引性导致
5

%

大幅下降&边界

的增长导致
5

%

大幅增加$

本文比较了 ( 个网络的各种特性*

网络 & 是酿酒酵母的代谢产物在代谢周期中的

相互作用!包含 & )&& 个节点&" ,%' 条边"网络$ 每

个节点代表一个酿酒酵母细胞中的一个代谢产物&

它们之间的边表示它们之间的化学反应$

网络 $ 是出芽酵母!$ "(& 个蛋白质"的蛋白质

相互作用网络&如果它们之间有物理的交互作用&则

它们互相连接$ 生物学家提出蛋白质绑定在一起来

校准它们的函数$

网络 " 是一个因特网自治系统拓扑图 !包含

$$ *(" 个节点"&来源于边界网关协议的路由表$ 路由

表中的每个条目列出了自治系统的路径&用于寻址$

网络 ! 5网络 ( 分别是优化模型生成的网络*

W,8:*8#-D"&&W,8:*8#-D"$ 和 W,8:*8#-D""$

这 ( 个网络都是无标度的$ 酿酒酵母网络和出

芽酵母网络都是 4)H 节点排斥的分形网络&因特网

是非分形网络&在前文已经表明优化网络是 4)H 节

点聚集分形网络$

表 $ 比较了各个网络最基本的元素*节点数目

E&节点数目的对数 #"/E&( 个网络的平均最短路径

5

%

$ 比较
5

%

C#"/E&显然非分形网络!5.*+,.+*网络"中

该值最小$

表 &)不同网络的平均最短路径和节点数目的对数

类别 E #"/E

5

C#"/E 分形

5.*+,.+* $$ *(" &%$%! %$"() 否

酿酒酵母 & )&& '$"$ %$(&) 是

出芽酵母 $ "(& '$'' %$)(" 是

W$-D"& "%% )$'% &$$$, 是

W$-D"$ "%% )$'% &$%)$ 是

W$-D"" & )%% '$"& )$!'$ 是

##将因特网小的
5

%

归因于 4)H 节点的吸引性&这

导致了平均最短路径大幅下降$ 然而&W,8:*8#-D" 网

络具有 4)H 节点吸引行为&显示了结构平衡的分形

特性$ 它表明&4)H 节点吸引行为导致
5

%

下降&能通

过边界的大幅增长来提高$

而且&运用具有最大边介数的生成树
($%)

&即骨

架图&来测试无标度网络的分形尺度&也说明了分

形网络存在结构平衡的特征$ 该文认为分形网络

满足临界条件*骨架图具有分支结构&从根节点!最

大连接度节点"开始持续性地生长&后代节点既不

生长也不消亡$ 这个临界条件也就是网络均衡与

非均衡的临界点$ 骨架图的分支影响了距离分布&

因为大部分最短路径不得不通过骨架图中的节点$

骨架图消失的分支率与 4)H 节点聚集性一致&茂盛

的分支树和边界节点多相匹配$ 图 , 5图 &% 分别

显示了 W,8:*8#-D"&&W,8:*8#-D"$&W,8:*8#-D"" 网络

的骨架图分支率&更进一步地证明了这 " 个网络是

分形网络$

图 ')Q407802.<5! 网络

图 -)Q407802.<5& 网络

$!$
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图 !")Q407802.<5$ 网络

##在图 , 5图 &% 中&平均分支数目作为从根到骨

架图的距离的函数$ 这些网络的骨架图满足确定的

条件&平均分支比例 .5/-& !到根的距离"增加$

基于以上论述可以推断&只要网络满足结构平衡条

件&就会成为分形网络$ 但是困难在于怎样从理论

上定义分形网络的结构平衡$

K)结束语

本文介绍了复杂网络分形特性研究中经常使用的

盒子覆盖法&采用该方法对 W,8:*8#-D"&&W,8:*8#-D"$&

W,8:*8#-D"" 这 " 个优化网络进行重整化&发现优化网络

同时具有分形特性和 4)H 节点聚集行为$ 以前的研究

人员一致认为4)H 节点排斥行为是分形的起源$ 这说

明同配网络同样具有自相似性和分形$ 通过比较酿酒

酵母的代谢产物相互作用网络'出芽酵母的蛋白质相互

作用网络'5.*+,.+*网络'W,8:*8#-D"&'W,8:*8#-D"$ 和

W,8:*8#-D"" 优化网络&发现W,8:*8#-D" 网络具有结构平

衡的特性$ 然后通过比较 W,8:*8#-D"&&W,8:*8#+D"$ 和

W,8:*8#-D"" 优化网络的骨架图分支率&证明分形特性和

4)H节点聚集行为可以同时存在$ 下一步将运用数学

方法找出距离分布和分形维度之间的定量关系$
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