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GRAPES动力框架中大规模稀疏线性系统并行求解及优化
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摘 要：赫姆霍兹方程求解是 GRAPES 数值天气预报系统动力框架中的核心部分，可转换为大规模稀疏线性系统

的求解问题，但受限于硬件资源和数据规模，其求解效率成为限制系统计算性能提升的瓶颈。分别通过 MPI、

MPI+OpenMP、CUDA 三种并行方式实现求解大规模稀疏线性方程组的广义共轭余差法，并利用不完全分解 LU 预

处理子 (ILU)优化系数矩阵的条件数，加快迭代法收敛。在 CPU 并行方案中，MPI 负责进程间粗粒度并行和通信，

OpenMP 结合共享内存实现进程内部的细粒度并行，而在 GPU 并行方案中，CUDA 模型采用数据传输、访存合并及

共享存储器方面的优化措施。实验结果表明，通过预处理优化减少迭代次数对计算性能提升明显，MPI+OpenMP混

合并行优化较 MPI 并行优化性能提高约 35%，CUDA 并行优化较 MPI+OpenMP 混合并行优化性能提高约 50%，

优化性能最佳。
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【Abstract】The Helmholtz equation is the core of dynamic framework of Global and Regional Assimilation Prediction

System（GRAPES） for numerical weather forecast. This equation can essentially be transformed into the solution of a

large-scale sparse linear system，but the solution efficiency is limited by hardware resources and scaling data size，and

becomes a bottleneck of the system computing performance. This paper explores three parallel methods（MPI，MPI+

OpenMP and CUDA） of implementing the Generalized Conjugate Residual（GCR） method for solving large-scale

sparse linear equations. At the same time，the ILU preconditioner is used to optimize the number of conditions of the

coefficient matrix，which speeds up the convergence of the iterative method. In the CPU parallel scheme，MPI is

responsible for coarse-grained parallelism and communication between processes，and OpenMP introduces shared

memory to achieve fine-grained parallelism within the process. In the GPU parallel scheme，the CUDA model uses the

optimization approaches of data transmission，coalesced access and shared memory.Experimental results show that the

performance of MPI+OpenMP hybrid parallel optimization is about 35% higher than that of MPI parallel optimization，

and the performance of CUDA parallel optimization is about 50% higher than that of MPI+OpenMP hybrid parallel

optimization，which gets the best performance.
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0 概述

全球区域同化预报系统（Global and Regional

Assimilation Prediction System，GRAPES）是我国自主

研发的新一代数值天气预报系统，能够改善天气预报

模式的性能并有效提高天气预报精度。GRAPES动力

框架的计算核心是赫姆霍兹方程的求解，该方程是原

始大气方程组经过一系列离散化处理之后形成的大规

模稀疏线性方程组。目前对线性方程组的求解方法主

要有直接法和迭代法［1-2］两种。由于计算机硬件资源

的限制，使用直接法并不能完成有效求解，而迭代法具

有硬件存储空间要求较小、原始矩阵在计算过程中保

持不变等优点。因此，目前求解大规模稀疏线性方程

组主要选择迭代法。

GRAPES 数值天气预报系统采用的迭代法为广

义共轭余差（Generalized Conjugate Residual，GCR）法。

文献［3］利用基准测试程序对 GRAPES 并行应用进

行分析，发现在迭代法计算过程中全局通信对整个

系统的性能影响较大，指出在进行性能优化时需要

考虑系统通信所带来的性能下降问题。文献［4］针

对赫姆霍兹方程求解过程中通信占比高的现象，引

入短向量计算替代长向量计算，以减少通信开销。

文献［5］在使用重启动和截断两种方式进行性能优

化的同时，还使用一种新的稀疏近似逆预条件子来

加快算法收敛速度。

研究发现，增加重启动和截断处理的广义共轭

余差法能够减少数据存储量，同时改善计算的局部

性。文献［6］为改善 GRAPES 模式动力框架中存在

的极点问题，利用阴阳网格设计新的动力框架，与原

GRAPES 模式框架相比，新的动力框架表现出较好

的数值稳定性及计算性能。文献［7］利用 MPI 和

OpenMP 混合并行的方式提升 GRAPES 模式的并行

度，以适应主流硬件架构既有分布式内存又有共享

内存的情况。文献［8］结合国产高性能平台实现了

基于 MPI+共享变量编程模型的众核线程级并行的

多级并行方案，提升了方程求解的运行效率。文

献［9］基于 PETSc 科学计算库和 Hypre 预条件库实

现了广义最小残差（Generalized Minimal Residual，

GMRES）法，与 GRAPES 模式现有的 GCR 算法相

比，GMRES 算法在更高分辨率的条件下具有较好的

性能。文献［10］则利用 CPU 设备结合线程级并行、

矢量化和数据重用技术提升了算法计算性能。当前

GRAPES 模式动力框架中广义共轭余差法的优化工

作主要集中在通用 CPU 及国产高性能机器领域，部

分学者讨论了算法本身的改进方案，但大多是与

CPU 设备进行兼容，而结合 GPU 的性能优化相对

较少［11］。
本 文 针 对 GRAPES 数 值 天 气 预 报 系 统 中 的

赫 姆 霍 兹 方 程 求 解 问 题 ，分 别 通 过 MPI、MPI+

OpenMP、CUDA 三种并行方式实现求解大规模稀疏

线性方程组的广义共轭余差法，并对测试结果进行

对比分析，评估优化性能。

1 GRAPES模式中大规模稀疏线性方程组求解

GRAPES 数值天气预报系统主要包括动力框架

和物理过程参数化方案两部分［12-13］，其中动力框架

为核心部分，将动力框架方程组进行简化和离散后

可得到 GRAPES 模式的基本预报方程［14-16］。对该方

程进行处理后，动力框架的主要计算内容就变成对

一 个 包 含 大 型 稀 疏 矩 阵 的 赫 姆 霍 兹 方 程 的 求

解［17-19］。如图 1所示，赫姆霍兹方程的求解过程计算

量庞大，占据整个过程求解计算量的 30% 以上。随

着模式分辨率的提高，方程的计算量还会增加。因

此，对赫姆霍兹方程进行高效求解成为动力框架性

能提升的关键［20］。

如图 2所示，GRAPES 模式动力框架部分的赫姆

霍兹方程中计算每一个格点的方程需要选取空间中

与其相关的 19个格点作为系数［21］。

图 1 GRAPES模式核心计算

Fig.1 GRAPES core computing

图 2 赫姆霍兹方程系数空间分布

Fig.2 Spatial distribution of the coefficients of

Helmholtz equation
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空间格点的计算公式如下：

(ξΠ0)
ijk
=B 1 (Π) ijk

+B 2 (Π) i-1jk
+B 3 (Π) i+1jk

+

B 4 (Π) ij-1k
+B 5 (Π) ij+1k

+B 6 (Π) i+1j+1k
+

B 7 (Π) i+1j-1k
+B 8 (Π) i-1j-1k

+B 9 (Π) i-1j+1k
+

B 10 (Π) ijk-1
+B 11 (Π) j-1jk-1

+B 12 (Π) i+1jk-1
+

B
13
(Π)

ij-1k-1
+B 14 (Π) ij+1k-1

+B 15 (Π) ijk+1
+

B 16 (Π) i-1jk+1
+B 17 (Π) i+1jk+1

+B 18 (Π) ij-1k+1
+

B 19 (Π) ij+1k+1
( 1 )

将每一个空间格点的计算进行组合后可以得到
一个大规模的稀疏线性方程组，该方程组可简化为：

Ax = b （2）
其中：A 是一个大规模稀疏矩阵；x 是规模为空间总
格点数的解向量；b 是与 x 相对应的方程右端向量。
因此，GRAPES 模式动力框架中赫姆霍兹方程的求
解就是对一个大规模稀疏线性方程组的求解。在当
前系统中，方程求解所采用的算法为广义共轭余差
法，在满足精度要求的前提下，广义共轭余差法算法
收敛较快，整体算法易于实现，综合表现较好［22］。广
义共轭余差法的具体内容如算法 1所示。

算法 1 广义共轭余差法
输入 矩阵 A，初始解 x0，右端向量 b

输出 近似解 x

1.r0 =b-Ax0，p0=r0

2.for i=1：maximum number of iterations do

3.αi-1=（ri-1，Api-1）/（Api-1，Api-1）
4.xi=xi-1+αipi-1

5.ri=ri-1–αiApi-1

6.if converged then exit；
7.for j=int［（i-1）/k］k，…，i-1 do

8.αij=-（Ar，Apj）/（Apj，Apj）
9.end for

10.pi = ri + ∑
j = int [ ( i - 1) /k ] k

i - 1

αij pj

11.Api = Ari + ∑
j = int [ ( i - 1) /k ] k

i - 1

αij Apj

12.end for

2 广义共轭余差法的并行实现

2.1 问题模型
本文主要考虑问题模型 Ax=b，等式中的 A 为稀

疏矩阵，x 为需要求解的向量，b 为右端向量。系数
矩阵具有明显的稀疏性，在矩阵存储格式的选择上，
统一使用 CSR（Compressed Sparse Row）格式［23-24］。
方程求解算法选择广义共轭余差法，算法主要计算
内容包括稀疏矩阵向量乘、向量内积、向量数乘。
2.2 系数矩阵预处理优化

迭代法具有依赖系数矩阵条件数的特点，可能存
在收敛速度慢甚至不收敛的情况，因此，通常使用预
处理技术对算法进行优化。目前的预处理技术主要
通过构建预条件子将原方程 Ax=b 转化为 M (-1) Ax =
M (-1)b 等形式求解。常用的预条件子构造方法有稀
疏近似逆预条件、不完全分解预条件等。本实验所采
用的预条件技术为不完全分解 LU 预条件子（ILU）。

预处理过程将原始矩阵 A 分为上三角矩阵 U、下三角
矩阵 L 及残差矩阵 R，分解之后的矩阵可以满足不同
条件 P，例如与原系数矩阵的稀疏结构保持一致。构
造 ILU 预条件子的过程如算法 2所示。

算法 2 ILU 分解
输入 矩阵 A，分解条件 P

输出 预处理子 M

1.for i=2，3，…，n do

2.for k=1，2，…，i-1 and（i，k）∉P do

3.Aik=Aik/Akk

4.for j=k+1，…，n and（i，j）∉P do

5.Aij=Aij-Aik*Akj

6.end for

7.end for

8.end for

2.3 MPI并行及 MPI+OpenMP混合并行
通信开销是 MPI 程序中不可忽视的部分，尤其

是随着进程规模的增大，在计算时间减少的同时也
会增加程序的通信开销［25-26］。因此，在设计 MPI 并
行算法时，需要平衡计算任务划分与通信函数使用
之间的关系。在广义共轭余差法中，每一个迭代步
骤之间都存在数据依赖，并行任务主要选择在每一
个迭代步骤内部进行。MPI 并行方式将计算任务根
据分配的进程数量进行划分，每个进程处理不同的
子任务，最后利用进程间通信进行数据同步。

本文实验所测试的 MPI+OpenMP 混合并行方
式，在 MPI并行方式的基础上，利用多线程实现了更
细粒度的任务划分。OpenMP 是共享内存并行编程
模式，与 MPI并行模式相比可减少数据通信的时间。
在矩阵向量乘部分的并行处理中，MPI+OpenMP 混
合并行任务划分如图 3所示。矩阵数据按行子域划
分 为 不 同 的 row_part，每 个 MPI 进 程 只 计 算 所 属
row_part 与向量的乘积，各进程并行执行计算任务。
同时在 MPI 进程内部利用 OpenMP 模式将 row_part
划分为更细粒度的 subrow_part，结合线程级并行完
成子任务计算。

2.4 GPU并行优化

2. 4. 1 数据传输优化
利用CUDA并行求解方程时主要开销在于GPU与

CPU之间的数据传输，为减少数据传输时间开销，避免

图 3 MPI+OpenMP混合并行结构

Fig.3 MPI + OpenMP hybrid parallel structure
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PCI-E总线上的数据传输成为程序性能提升的瓶颈，将
矩阵A以及各个中间向量等都保存在GPU上。在计算
过程中利用显存进行通信，避免和主机端进行频繁的
数据传输。无法避免的数据传输过程只出现在需要进
行收敛判断及主机端计算的情况下，同时在数据传输
时采用页锁定内存（pinned memory）进一步提高数据
传输速度。如图 4所示，与可分页内存（pageable

memory）相比，页锁定内存能够减少一次数据传输操
作，提高数据传输效率。

2. 4. 2 访存优化
GPU对全局存储器的访问速度也会对程序性能造

成一定影响，利用 CUDA 模型可以实现线程块间及线
程块内两级并行，从而完成对全局存储器的合并访问。
初始的数据存储格式由于将需要连续访问的数据离散
存储，不满足线程合并访问的条件，因此需要对数据存
储格式进行转换。将三维格式的矩阵转化为一维格式
存储之后，每一个网格点在计算过程中同一线程束内
的线程所访问的内存空间是连续的，满足合并访存的
要求。如图 5所示，当同一线程束内的线程访存连续
时，能够将多次访存操作减少为一次访存操作，从而减
少计算过程中的访存开销。

2. 4. 3 存储器优化
在 GPU 计算过程中，存在一部分数据只需要线

程块内部的线程访问。对于这一部分数据，利用共
享存储器进行保存。共享存储器的访问延迟比全局
存储器低，在计算过程中线程块内部的线程只需要
访问共享存储器中，而不需要去访问全局存储器，从

而进一步提高访存的速度。

在向量内积的计算过程中，并行方式如图 6所
示。内积计算过程可以表示成∑

i = 1

n

ai bi 形式，向量 a 和

向量 b 分别对应图中 Vector a 和 Vector b。当核函数

启动后，将向量子任务 subVector 分配到不同的线程

块中。由于向量内积涉及到对同一内存地址的修改

操作，因此先利用线程块访问各自私有的共享存储

器进行局部规约操作，这一部分计算内容可以并行
执行。当所有 subVector 都完成局部归约后，再进行
最后的规约操作，从而提高整体的计算速度。

3 实验与分析

3.1 实验环境及测试数据

实验中共使用 5个 CPU 节点，节点处理器为
Intel®Xeon® CPU E5-2692 v2 @ 2.20 GHz。每个节
点两块 CPU（共 24核心），节点内存为 64 GB；实验使
用 GPU 为 Tesla T4，显存容量为 16 GB；CUDA 版本
为 v10.1。实验所使用的测试数据包含系数矩阵 A、
初 始 解 x0、右 端 向 量 b，其 中 系 数 矩 阵 A 规 模 为
360×180×38，共 2 462 400个网格点。
3.2 结果分析

实验测试了数据在不同计算方式下的计算残差。
结果表明，使用 3种并行方式实现的广义共轭余差法
与串行方式能够得到一致的计算结果，验证了不同并
行方式求解稀疏线性方程组的正确性和有效性。
3. 2. 1 预处理优化结果

对原始 GCR 算法进行预处理优化后，方程的收
敛速度获得大幅提升。如图 7所示，在误差精度要

求为 1E-10的条件下，预处理算法收敛所需的迭代
次数从 134次下降至 21次。 ILU 预处理的引入能够

改善方程的求解性能，同时也会增加新的计算内容。

但是在并行算法中，计算量已经不是限制性能的最

大因素，例如在 MPI 程序中，随着并行度的增加，进

程之间的通信成为限制程序性能的最大因素。在利

用 MPI 实现的并行 GCR 算法中，每一次迭代过程都

图 6 CUDA内积并行结构

Fig.6 CUDA dot parallel structure

图 5 合并访存

Fig.5 Coalesced access

图 4 内存模式对比

Fig.4 Comparison of memory modes
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会进行数据通信，所以，利用预处理技术加快算法收
敛速度之后，整体的计算性能可以获得提升。

3. 2. 2 MPI并行结果
虽然使用 MPI 并行方式能够通过提高进程数目

减少子任务的计算量，从而有效提升计算部分速度，
但是也会增加数据通信的时间开销。MPI 并行算法

在实现过程中避免了冗余的通信开销，只对部分必
要的向量更新操作进行通信。MPI 并行算法在不同

进程规模下的运行时间如图 8所示。可以看出，随

着进程规模的增加，运行时间呈先下降后上升的趋

势。这是因为 MPI算法的进程数量会影响进程之间

的通信开销，当进程数为 32时，并行计算任务所带

来的性能提升不足以抵消增加的通信开销，程序整

体性能就会下降。由于 MPI并行方式存在可扩展性

问题，因此只通过增加进程数量的方式来提高性能

并不能高效地利用计算资源。

3. 2. 3 MPI+OpenMP混合并行结果
与 MPI 并行方式相比，MPI+OpenMP 混合并行

方式充分结合了共享内存的优势，在不改变原始
MPI 并行方式粗粒度通信的情况下，提高了进程内

部的线程级并行度。图 9为 MPI并行与MPI+OpenMP

混合并行在不同核数规模下的计算性能对比。可以

看出，当计算所使用的核数过少时，利用 OpenMP 进

行更细粒度的并行划分之后性能并没有明显改善，
但随着核数的增加，OpenMP 的共享内存优势得以

发挥，计算性能相比 MPI 并行方式有一定提升。当

核数为 64时，MPI并行方式已经出现性能下降，但是

MPI+OpenMP 混合并行方式的性能依然较稳定。因

此，在 MPI 并行方式由于可扩展性原因造成计算效

率下降的情况下，使用 MPI+OpenMP 混合并行方式

可以获得更好的性能。

3. 2. 4 GPU并行结果

基于 GPU 的 CUDA 并行方式在优化措施上采

用了共享存储器优化、全局存储器访存优化以及主

从设备数据传输优化。CUDA 并行与 MPI+OpenMP

混合并行在算法求解过程中主要步骤的性能对比如

图 10所示。与 MPI+OpenMP 混合并行相比，CUDA

并行在矩阵向量乘部分（ar）有 32% 的性能提升，向

量数乘部分（p&ap，x&r）有 88% 的性能提升，向量内

积部分（beta，alpha，residual）有 80%的性能提升。

3. 2. 5 优化性能对比

对不同优化方式的优化性能进行对比，结果如

图 11所示。可以看出，通过预处理优化减少算法迭

代次数对整体计算性能提升明显，加速比达到 4.5。

图 10 CUDA与 MPI+OpenMP主要步骤计算性能对比

Fig.10 Performance comparison of main steps of

CUDA and MPI+OpenMP

图 8 MPI运行时间

Fig.8 Runtime of MPI

图 7 预处理优化对计算性能的影响

Fig.7 Effect of preprocessing optimization on

computational performance

图 9 MPI与 MPI+OpenMP运行时间对比

Fig.9 Runtime comparison between

MPI and MPI+OpenMP
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在预处理的基础上，使用 MPI 并行方式的性能获得
提升，加速比达到 11.7。结合 OpenMP 并行方式进
行细粒度任务划分之后，混合并行计算性能相对于
MPI 并行方式有一定提升，加速比达到 15.8。同时
数据也显示 CUDA 并行方式相对于 MPI+OpenMP

混合并行方式能够获得约 50% 的性能提升，加速比
达到 23.4。基于 GPU 的并行方式在计算时间上的开
销远小于基于 CPU 的并行方式，这得益于 GPU 数量
众多的计算核心。在数据通信方面，GPU 并行方式
线程级的通信相比于 CPU 并行方式也具有优势，不
需要进行各个进程之间的数据通信，所以基于 GPU

的 CUDA 并行方式能获得较好的计算性能。

4 结束语

大规模线性方程组的求解作为科学计算中的核
心问题，长期以来都是研究者关注的重点，如何充分
利用目前的高性能计算机资源对求解问题的计算性
能进行优化是重要的研究方向。本文从 GRAPES 数
值天气预报系统动力框架中的赫姆霍兹方程求解问
题出发，使用不同并行方式对广义共轭余差法进行并
行及优化，并对计算性能进行对比分析。实验结果表
明，在 MPI并行、MPI+OpenMP 混合并行及 CUDA 并
行 3种优化方式中，基于 GPU 的 CUDA并行方式能够
获得更好的计算性能。后续将建立多机混合并行的
优化模型，测试 MPI+CUDA 的多节点优化性能，同时
还将分析多重网格预处理、稀疏近似逆预处理等其他
预处理方式对迭代法收敛速度的影响。
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图 11 不同并行方式的优化性能对比

Fig.11 Optimization performance comparison of

different parallel methods
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