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基于递归分解的因果结构学习算法

蔡瑞初 1，张文辉 1，乔 杰 1，郝志峰 1，2

（1.广东工业大学  计算机学院，广州  510006； 2.汕头大学  理学院，广东  汕头  515063）
摘 要： 在高维小样本场景下，针对现有基于约束的因果结构学习方法存在因果结构学习效率低、马尔可夫等价类

的问题，以非线性非高斯的高维小样本为研究对象，提出一种基于递归分解的因果结构学习算法 CADR。在高维

小样本的因果结构学习效率方面，结合递归分解的思想，将高维变量集递归分解为多个更小的子集，直到无法再分

解或子集的大小达到阈值为止。在该过程中，变量集的减少缩减了条件独立性检验的条件候选集的搜索空间，从

而提高学习效率。同时，为进一步识别马尔可夫等价类，根据非线性非高斯模型的因果方向的不可逆性，通过判断

拟合噪声项与原因变量是否独立来识别马尔可夫等价类的因果方向。在仿真数据和真实因果结构数据上的实验

结果表明，CADR 不仅提高条件独立性检验的效率，而且能有效地区分马尔可夫等价类，学习到更精确的因果结

构，其中，在真实因果结构实验中，与现有 Xie_rec、PC_ANM 和 Notear_Sob 方法相比，F1 评分提高 5%~12%。

关键词： 因果关系发现；条件独立性检验；高维小样本；递归分解；马尔可夫等价类

开放科学（资源服务）标志码（OSID）：

中文引用格式：蔡瑞初，张文辉，乔杰，等 .基于递归分解的因果结构学习算法［J］.计算机工程，2023，49（3）：87-94.

英文引用格式：CAI R C，ZHANG W H，QIAO J，et al.Causal structure learning algorithm based on recursive decomposition［J］.

Computer Engineering，2023，49（3）：87-94.

Causal Structure Learning Algorithm Based on Recursive Decomposition

CAI　Ruichu1，ZHANG　Wenhui1，QIAO　Jie1，HAO　Zhifeng1，2

（1.School of Computer Science and Technology，Guangdong University of Technology，Guangzhou 510006，China； 
2.College of Science，Shantou University，Shantou 515063，Guangdong，China）

【Abstract】 In the case of high-dimensional small samples，owing to the problems of low efficiency and Markov 

equivalence class in the existing constraint-based causal structure learning methods，a causal structure learning 

algorithm，CADR，based on recursive decomposition，is proposed for nonlinear non-Gaussian high-dimensional small 

samples. When the learning efficiency of the causal structure of high-dimensional small samples is combined with the 

idea of recursive decomposition，the high-dimensional variable set is recursively decomposed into multiple smaller 

subsets exhaustively or until the subset size reaches a threshold.The reduced variable set reduces the search space of the 

conditional candidate set for the conditional independence test，thus improving the learning efficiency. Moreover，to 

identify the Markov equivalence class further，according to the irreversibility of the causal direction of the nonlinear non-

Gaussian model，identify the causal direction of the Markov equivalence class by determining whether the fitting noise 

item is independent of the causal variable.The experimental results of simulation and real causal structure data indicate 

that CADR improves the efficiency of the conditional independence test and can effectively distinguish Markov 

equivalence classes and learn an accurate causal structure.In the real causal structure experiment，the F1 score increased 

by 5%-12% when the existing Xie_rec，PC_ANM，and Notear_Sob method are compared with the proposed method.

【Key words】 causal relationship discovery；conditional independence test；high-dimensional small samples；recursive 

decomposition；Markov equivalence class
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0　概述  

从观测数据中推断变量之间的因果关系是当今

数据科学研究的热点［1-2］。因果关系发现的研究可

以揭露数据的产生机制，而数据产生机制对现实中

的预测和干预问题有着极其关键的作用。在现有的
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研究中，因果关系发现方法应用于生物医学、教育

学、经济学、流行病、气象学等［3-4］多个领域。

传统因果关系方法的研究是通过随机控制实验

进行因果关系学习，但实验所需费用高，或现有技术

无法实现。因此，基于观察数据的因果结构学习方

法备受关注。PEARL 等［5］从图模型的角度给出一套

因果关系发现的语言，提出一种因果图模型，其中，

节点表示变量，节点之间的有向边表示变量之间的

因果关系。基于该模型，PEARL 和 SPIRTES 等［5-6］

提出基于约束的因果结构学习方法。该方法在忠

诚性等假设下［7］，通过条件独立性检验学习因果结

构。虽然这类方法能够取得较准确的结果，但是存

在马尔可夫等价类问题［8］，即部分因果关系无法被

识别。马尔可夫等价类在概率图模型中指具有相

同条件独立，其变量和因果骨架相同，但方向不确

定的结构。假设由三个随机变量 xyz 组成的骨架

x - z - y 存 在 相 同 的 条 件 独 立 性 P(x|z)P(y|z) = 

P(xy|z)，则 可 能 存 在 3 种 不 同 的 结 构 ：x ® z ® y，

x ¬ z ¬ y，x ¬ z ® y。

此外，基于约束的因果结构学习方法在对条件

候选集搜索时存在复杂度高的问题［9］。BERGSMA

等［10］提出在连续变量的条件独立性检验中，随着变

量数量的增加，对条件候选集的搜索复杂度将呈指

数级增长。在该过程中，随着变量数的增长，算法中

变量条件独立性检验条件集的数量也呈指数增长，

使得算法的计算复杂度急剧增大。当条件集 Z 的数

量不断增大时，条件独立性检验的正确性有待验证，

同时极有可能出现第二类错误，即使变量间互相依

赖，也可能被预测为相互条件独立。当条件集数量

增加，而样本量不足时，会增加噪声或其他变量对无

关变量的影响权重，使得原本相互不独立的变量变

为独立关系［11］。
针对这类问题，研究人员提出采用递归分解的

方法进行因果结构学习［9，12-15］。这类方法的主要目

标是把一个问题递归地分解到两个或多个规模更小

的子问题空间中进行高效求解。但是，该类方法仍

无法解决马尔可夫等价类问题。

通过对实际场景数据的分析，本文发现在很多

现实数据（如社交网络、基因调控网络等）中变量间

的关系较稀疏，其组成的因果结构也呈现稀疏性［16］

（即每个变量的平均父亲节点数量为 2）。因此，结合

实际场景数据的特征，本文提出一种基于递归分解

的因果结构学习算法 CADR，在高维小样本的数据

中更高效地进行因果结构学习。基于观测样本的稀

疏性，设计一种新的递归分解算法，减少条件候选集

的数量，使得条件独立性检验更可靠。基于现有加

性噪声模型（Additive Noise Model，ANM）的噪声和

数据产生机制假设，解决条件独立性检验中存在的

马尔可夫等价类问题。根据递归分解算法所得到的

变量子集和加性噪声模型，提出一种学习完全定向

的 有 向 无 环 图（Complete Directed Acyclic Graph，

CDAG）方法。

1　相关工作  

传统因果结构学习的方法（如 IC［5］、PC 算法［6，17-18］

等）通过对变量进行条件独立性检验，因存在马尔可夫

等价类问题，只能学习因果结构的基本框架，无法学习

到真正的因果关系。此外，大多数现有的因果结构学

习方法都是在假设样本量足够的前提下进行研究。部

分因果结构学习方法虽然对小样本的因果关系发现进

行研究［19］，但是实际上在一些高维、小样本数据（如基

因表达数据）上的实验效果表现不佳。

针对高维数据的因果关系发现问题，研究人员

通过缩小条件候选集的搜索范围，并采用递归分解

的方法进行因果关系发现。这类方法的主要目标是

将一个总问题递归地分解为两个或多个规模更小且

解法相同的子问题，从而提高求解效率。

在 XIE 等［12］提出的框架中，对于随机变量集合

V：首先，通过条件独立性检验学习每对随机变量在

给定其他所有节点集条件下的独立性，得到一个无

向独立图（Undirected Independence Graph，UIG）；其

次，根据条件 A ^ B|C，其中 ABC Í V，从 UIG 中找出

一个分解 V ={ABC}，把集合分解为更小的两个子

集 V 1 = A  C 和 V 2 = B  C，再分别学习这两个子集的

UIG，并将其分解为更小的子集，递归地执行该分解

过程，直到子集无法再被分解；最后，通过基于约束

的方法（如 IC、PC 等算法）尽可能多地确定剩余无向

边的方向。之后，把这些局部因果结构合并成一个

全局因果结构。这种方法摆脱了传统方法对样本量

的依赖，但每次学习 UIG 的条件集是除了节点对以

外的其他所有节点，可能会降低条件独立性检验的

准确率。LIU 等［14］通过基于搜索评分的方法来学习

UIG，并取得较好的效果，但是在高维样本中，通过

搜索评分的方法学习 UIG 的计算复杂度不断增大。

条件独立性检验的方法是通过检测 V-结构来判

断局部结构的因果方向，但因无法区分马尔可夫等

价类问题而学习到完全有向的因果结构。针对该问

题，研究人员提出加性噪声模型的方法，通过对噪声

和数据产生的机制进行假设，根据观测数据拟合噪

声，并判断其与原因变量是否独立，从而确定因果方

向。这类方法的关键是对噪声和数据产生机制进行

假设。根据变量的数量将现有方法分为两类：1）两个

变量因果方向判断方法，如非线性非高斯模型［20］、基
于回归的模型［21］、基于核空间的方法［22-23］等；2）三个

及以上变量的因果方向判断方法，基于 HSIC 的方

法［24］、基于 KCIT 的方法［25］、基于 ReCIT 的方法［11］

等。在高维小样本的情况下，因为这些方法需要大

量计算变量与联合分布之间的条件概率统计，要求
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样本量必须充足，所以其实验效果表现不佳。

2　基于递归分解的因果结构学习  

2.1　相关符号与概念　

令 G = (VE)表示由变量集 V ={v1 v2 vn }组成

的有向无环图（Directed Acyclic Graph，DAG），D =
{X 1 X 2 Xn }表示观测数据集，pa(vi )表示节点变量

vi 的父亲节点。两个不相邻节点 vi 和 v j 之间的路径

（path）l 表示该路径上的第一个节点变量为 vi，最后

一个节点变量为 v j，同时在该路径上任意两个相邻

节点都存在边相连。在这样的路径中，vi 是 v j 的一个

祖先节点，v j 是 vi 的一个子孙节点。

定义 1 在 G = (VE)中，如果在两个不相邻的变

量 vi 和 v j 之间存在路径 l并满足以下条件：

1） l 包 含 一 条 链 vi ® z ® vj 或 一 个 分 叉

vi ¬ z ® vj，其中，z Î Z。

2）l 包含一个碰撞（又称 V-结构  ［6］） vi ® z ¬ vj，

其中，z及其子孙节点都不包含在 Z 中，则称变量 vi 与

v j 被 Z 集合 d-分离，或称变量 vi 与 v j 被 Z 集合阻断。

LIU 等［14］指出，d-分离可以被扩展到变量集中，

在忠诚性假设下，如果存在两个不相连的变量集 A

和变量集 B，则满足："μ Î A"ν Î B，μ、ν 被 Z 集合

d-分离，则变量集 A 和变量集 B 被 Z 集合 d-分离。

基于上述定义，本文给出因果关系的相关定义。

根据 PEARL 的图模型理论，其对于因果贝叶斯网络

的定义［5］为：

定义 2 令 P(v)表示变量集 V 的分布，Px (v)表示

变量 v 经过干预 do(X = x)后得到的干预分布，其中，

X Í V，即将部分变量 v 的集合 X 值设为某个常数 x，

P * 表示干预分布 Px (v) 和非干预分布 P(v) 的集合。

在一个 DAG 中，对于所有 Px Î P *，当且仅当 DAG 满

足以下三个条件，则称 G 是分布 P * 相对应的贝叶斯

因果网络：1）Px (v)是 G 的马尔可夫类；2）对于所有

Vi Î X，当 vi 与 X = x 一致时，则 Px (vi )= 1；3）对于所有

Vi Ï X，当 pai 与 X = x 一致时，则 Px (vi|pai )= P(vi|pai )，

其中，pai 表示变量 vi 的父亲变量。

2.2　算法框架　

本文基于因果图模型，给出因果分解的定义。

定义 3 在 G = (VE) 中 ，如 果 存 在 ∪
i = 1

m

Ci = V 且

Ci  Cj (i ¹ j)，则称变量集 C ={C 1 C 2 Cm }组成变

量集 V 的一个因果分解，并令分割集 Sij 表示 Ci 和 Cj

的 交 集 ：Sij = Ci  Cj。 其 中 ，分 割 集 Sij 阻 断 节 点

μ Î Ci /Sij 与节点 v Î Cj /Sij 的所有路径，即 μ ^ v|Sij。

因果分解实例示意图如图1所示，假设图1（a）由变量

集V学习得到的无向独立图，则它的因果分解为图 1（b）

所示的 5 个子集：C 1 ={V 1 V 3 V 4 }，C 2 ={V 3 V 4 V 6 }，C 3 =
{V 6 V 7 V 8 }，C 4 ={V 3 V 6 V 7 }，C 5 ={V 2 V 3 V 5 V 7 }。

因此，变量集 V 的因果结构学习问题可以被转

换为 m 个子集{C 1 C 2 Cm }上的子结构学习问题。

该分解过程可以被递归地执行，直到子问题小到预

先设定的特定阈值 θ。本文提出的递归因果结构学

习算法 CADR 如算法 1 所示。

算法 1 递归因果结构学习算法 CADR

输入  样本集 D，变量集 V，因果分解阈值 θ，特定的因

果结构学习算法 Ag

输出  完全定向的因果图 G

1.if变量集大小 |V| ≤ θ，then

2.在样本集 D 上运行算法 Ag，并返回 G

3.else

4.从变量集 V 上搜索一个因果分解 C ={C1，C2，⋯，Cm }

5.递归地分解并学习每个子结构

6.G1 = CADR(D，C1，θ，Ag )

   G2 = CADR(D，C2，θ，Ag )

            ︙
   Gm = CADR(D，Cm，θ，Ag )

7.合并子因果图 G1，G2，⋯，Gm 为一个完整的因果图 G

8.返回 G

该算法的输入包括样本集 D、变量集 V、因果分

解阈值 θ，以及特定的因果结构学习算法 Ag。当分解

后的子问题足够小（达到阈值 θ）时，递归分解结束。

同时，Ag 用于从无法被分解的子问题中进行因果关

系发现；否则，继续分解为 m 个更小的子集。算法 1

图 1　因果分解实例示意图

Fig.1　Schematic diagram of example for causal decomposition
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的关键是找到一个因果分解 C ={C 1 C 2 Cm }。

2.3　因果分解学习　

CADR 算法的关键是通过学习得到因果分解。

为识别输入变量之间的潜在因果分解，本文采用条

件独立性检验方法得到因果分解，其详细过程如算

法 2 所示。

算法 2 寻找因果分解

输入  样本集 D，变量集 V，条件候选集大小阈值 q

输出  因果分解 C ={C 1，C 2，⋯，Cm }

1. 令 k 表示条件候选集大小，从 0 开始逐步增加 1 来学

习一个无向独立图 A

2.把 A 分解成 m 个团

3.从 A 中找到一个较优的消除顺序

4.根据该顺序把 A 变成一个三角弦图 TA ［26］

5.把 TA 分解成 m 个 cliques：C ={C1，C2，⋯，Cm }

6.返回因果分解：C ={C1，C2，⋯，Cm }。

首 先 ，通 过 条 件 独 立 性 学 习 变 量 集 V =

{v1 v2 vn }的一个无向独立图 A，表示各变量之间

的条件独立性（是否有边连接），Aij = 1 表示变量 vi 和

v j 之间有边连接，在 2.4 节将会给出学习 UIG 的详细

过程；然后，利用 XIE 等［12］提出的方法，把变量集 V

分解成 m 个团（cliques）：C ={C 1 C 2 Cm }，即需要

寻找的因果分解。

本文通过上述方法将高维复杂的因果结构学习

任务分解到合适的维度上进行学习，缩小条件独立

性检验的搜索空间，进而获得更精准的因果结构。

2.4　无向独立图学习　

现有基于马尔可夫毯［27］发现算法和偏相关方法

都可用于无向独立图的发现，然而，基于马尔可夫毯

的算法因恢复出精确的道德图，导致算法复杂度增

大。在实际中，除道德图的边和骨架的边以外，一些

额外的边在 UIG 中也是允许存在的［14］。

基于偏相关的方法只能运用在线性高斯数据

中，无法在非线性非高斯的情况下使用。而基于核

空间的条件独立性检验方法则适用于非线性非高斯

的情况，如 HSIC、KCIT 等方法，但是当变量集较大

而样本量较少时，条件独立性检验的结果则变得不

准确。此外，基于核的方法在样本量较大时，其时间

复杂度也较高。针对该问题，STROBL 等［28］基于随

机傅里叶特征方法提出非参数条件独立检验算法

RCIT。

RCIT 算法通过随机傅里叶特征算法 k(xy)=

E[ζ (x)ζ (y)]，将变量映射到一个低维的欧几里得空

间，如式（1）所示：

ζ (x)= 2 cos(W T x+B)

WPW BUniform([02π]) （1）

通过部分互协方差算子 ΣXY - Z = ΣXY - Σ
-1
ZZ ΣZY 近似

计算其条件独立性，若 ΣXY - Z = 0，则 X ^ Y|Z。

因此，本文结合 RCIT 方法提出一种 q-order 条

件独立性检验方法。其中，q 表示条件候选集 S 大小

的阈值。为构造一个无向独立图 A，首先从一个完

全有向图出发，在给定条件候选集 S 的情况下检验

两个节点变量 vi 和 v j 的条件独立性进行删边操作，

如果独立，则删除 vi 与 v j 之间的边，即 Aij = Aji = 0。条

件候选集 S 的大小 k 从 0 开始依次增加，且每次迭代

其大小满足：|S| ≤ q。通过逐步增加条件候选集的大

小，可以有效地缩减算法条件候选集的搜索空间，提

高算法运行效率。算法伪代码如算法 3 所示。

算法 3 学习无向独立图 UIG

输入 样本集 D，变量集 V，条件候选集大小阈值 q

输出 无向独立图 A

1.初始化 A = Ones(|V| × |V|)，k = 0

2.if k ≤ q then

3.for each vi，vj ∈ V，且 Aij = 1 do

4.if ∃S ⊆ pa(vi )\vj (|S| = k)，并满足 vi ⊥ vj|S then

5.令 Aij = Aji = 0

6.令 k = k + 1

7.返回 A

2.5　马尔可夫等价类识别　

无向独立图学习是基于约束的方法实现的，而

基于约束的方法通过依次检验每对节点的条件独立

性来判断是否存在边，进而得到一个基本骨架。该

基本骨架根据 V-结构和其他一些规则，如 Meek’s 

rules［29］尽可能多地确定边的因果方向［30］。但这种做

法会存在马尔可夫等价类的问题，无法确定方向的

因果边。假设存在一个局部结构 x - z - y，且 x ^ y|Z，

根据定义 1，如果存在一个变量 z Ï Z，且其任何子孙

都不包含在 Z 中，则确定该局部结构为一个 V-结构：

x ® z ¬ y。当 z Î Z 时，则无法通过条件独立性来确

定该局部结构的因果方向，即该结构是一个马尔可

夫等价类。在给出定理 1 的前提下，V-结构的可识别

性可以通过定理 2 来保证。

定理 1 在因果马尔可夫和因果忠诚性假设下，

当且仅当两个 DAG 具有相同的 V-结构时，即两个聚

合的箭头，其尾部没有箭头连接，它们在观测上是等

价的［5］。

定理 2 在因果马尔可夫和因果忠诚性假设下，

V-结构是可识别的。

证明  在因果马尔可夫和因果忠诚性假设下，

如果 V-结构不可识别，那么存在两个结构 G 和 G'，使

得{vi vj vk }在 G 中是 V-结构，在 G'上不是 V-结构，且

该两个结构是等价的。根据定理 1，若两个结构等

价，则一定存在相同的 V-结构，所以矛盾。因此，

V-结构可识别。
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对于通过条件独立性检验方法得到的无向图，

可以先识别 V-结构，确定相应的因果方向。此时，需

要解决的问题：当 z Î Z 时，如何确定因果方向。

针对这一问题，受因果函数模型的启发，本文考

虑利用加性噪声模型识别在马尔可夫等价类变量之

间的因果关系，其识别方法通过定理 3 来验证。

定理 3 假设一组变量集合 V 由非线性非高斯

加性噪声模型生成，其所有子集相应的子结构都满

足忠诚性假设，且存在两个随机变量 xy Î V 以及由

其他变量组成的集合 Z 满足 x ^ y|Z，并存在 z Î Z 与

xy 相连。 nxz 或 nyz 表示利用 z 回归 x 或 y 得到的残

差，当 x ^ nxz（或 y ^ nyz）成立时，则 z 是 x 的原因，即

z ® x（或 z是 y的原因：z ® y）。

证明  假设一个非线性非高斯加性噪声模型

x：=f (z)+ n，通过 z 回归 x 得到 f ͂ (z)，计算对应的残差

n͂ = x - f ͂ (z)。根据非线性非高斯加性噪声的不对称

性［20］，可以推断出：当 n͂ 与 z 独立时，z 是 x 的原因，即

z ® x；类似地，可以判断反向模型 z：= f (x)+ n，并判

断拟合得到的残差 n͂ 是否与 x 独立，从而判断因果方

向。因此，在非线性非高斯加性噪声假设和忠诚性

假设下，可以唯一识别出局部马尔可夫等价类结构

x - z - y。

基于定理 3，得到马尔可夫等价类的识别方法。

首先，根据条件独立性检验得到无向图，结合定义 1
识别 V-结构；其次，在剩余未定向的结构中根据定理 3
确定其边的因果方向。通过上述方法获取到包含更

多因果边信息的因果图，从而解决马尔可夫等价类

问题。

2.6　时间复杂度分析　

CADR 算法的时间复杂度主要取决于条件独立

性检验的次数。在 CADR 算法中，原始变量集合 V =

{v1 v2 vn } 被 因 果 分 解 为 m 个 子 集 C =

{C 1 C 2 Cm }，且 |Cm | ≤ n，则该求解因果分解集合的

时间复杂度为 O(mk 2
max 2kmax - 2 )，其中，kmax 表示子集变

量 最 多 的 数 量 ，kmax = max(|C 1||C 2||Cm |)。 同 时 ，

CADR 算法还需要计算每次迭代过程中条件独立性

检验的次数。基于无向独立图进行 q 阶条件独立性

检验的每次迭代都需要遍历所有变量对，其时间复

杂度为 O(nq + 2 )。因此，CADR 算法的时间复杂度为

O(mk 2
max 2kmax - 2 + nq + 2 )。当数据维度高于 100，q 设置为

3 时，CADR 可以得到准确的实验结果，且缩短运行

时间。

3　实验与结果分析  

本文通过大量的仿真数据实验以及真实贝叶斯

网络实验来验证 CADR 算法的有效性，并与 XIE

等［12］提出的递归因果结构学习方法（Xie_rec）、传统

PC+ANM 的方法（PC_ANM）、ZHENG［31］等提出的

非参数因果结构学习方法（Notear_Sob）进行对比。

实验指标为召回率（Recall）、精确率（Precision）和 F1
评 分 。 实 验 环 境 为 Intel®CoreTM i7-9750H CPU @ 

2.60 GHz，编程环境为 Python 3.7。
3.1　仿真数据实验　

本文在非线性非高斯模型假设下仿真因果贝叶

斯网络数据，数据生成方式与 CAI 等［13］提出的方法

类似。在仿真实验中，首先随机生成一组根节点，其

次迭代地随机选择根节点，并将其作为父亲节点来

生成后代节点，其数据产生机制表示为：

vi = ∑
vj Î pa(vi )

f (vj )+ ni

其中：f (·)表示非线性函数，从{x2 x3 sin(x)cos(x)}中

随机选取；噪声 ni 服从非高斯分布。

本文的仿真数据实验基于不同维度和样本量设

置一系列随机实验，其变量维度范围为 var=｛10，20，
30，40，50｝，样本大小为 n_sample=｛100，200，300，
400，500｝。基于不同的参数设置，随机生成因果图，

根据非线性非高斯结构方程模型随机生成数据，得

到不同参数设置下的样本。

在仿真数据实验中，本文考虑到非线性非高斯

加性噪声在维度小于 7 时的实验效果较好，因此，当

因果分解时子集的大小阈值 θ设置为 6，在条件独立

性检验中，设条件候选集的大小阈值 q=3。每个变量

维度和样本量的组合数据实验都重复 20 次，取每组

实验结果的平均值作为评价指标。

不同算法的仿真实验结果如图 2 所示。从图 2
可以看出：CADR 算法的因果结构学习效果比其他

三种因果结构发现算法更好。在不同的样本量上

（如图 2（a）所示），CADR 算法几乎在所有样本量的

F1 评分都要优于其他三种算法。同时，本文在不同

变量维度的情况下（如图 2（b）所示）的实验效果优于

其 他 三 种 算 法 的 效 果 。 基 于 递 归 分 解 的 算 法

Xie_rec 的 F1 评 分 优 于 传 统 算 法 PC_ANM 和

Notear_Sob 算法，且其效果差距随变量数的增加而

不断增加。基于递归分解的算法将高维小样本的因

果结构学习转化到低维，以有效缓解原本在高维因

果结构学习样本量不足的问题。在样本量不变、维

度减小的情况下，基于递归分解算法的计算准确率

得到提升。在基于递归分解的算法中，CADR 在实

验中的 F1 评分高于 Xie_rec，Xie_rec 方法经过条件

独立性检验后，只是通过 V-结构和其他一些定向规

则来确定因果方向，可能存在部分无法识别的无向

边，而 CADR 算法可以有效区分马尔可夫等价类，得

到一个完全有向的因果结构。
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3.2　马尔可夫等价类识别实验　

为进一步评估 CADR 算法在因果推断的优势，

本文对比 CADR 算法和 Xie_rec 算法在因果结构学

习的能力。CADR 与 Xie_rec 方法的马尔可夫等价

类识别结果对比如图 3 所示。真实因果图如图 3（a）

所示，根据该因果图，本文通过非线性非高斯结构方

程模型生成数据，并在样本量足够的情况下把两种

算法应用到该数据中，以恢复真实因果图。图 3（b）

和图 3（c）所示为由 CADR 算法和 Xie_rec 算法学习

得到的因果图。

通过 CADR 可以完全恢复出真实的因果图，尽

管 Xie_rec 能恢复出正确的骨架和 V-结构，但无法区

分马尔可夫等价类和得到完全有向的因果图。根据

定理 1，CADR 通过原因变量拟合结果变量以得到噪

声，并利用非线性非高斯数据中因果关系的不可逆

性得到因果方向。因此，CADR 算法可以有效区分

马尔可夫等价类，识别出所有边的方向，得到一个完

全有向的因果图。

3.3　真实贝叶斯网络结构实验对比　

本文在非线性非高斯加性噪声的模型下，通过

对不同的真实贝叶斯网络结构进行对比，并根据实

验结果评估本文所提的 CADR 算法。这些真实贝叶

斯网络结构一般涵盖各种应用，包括医学研究的

Alarm 数 据 集 、Pathfinder 数 据 集 、天 气 预 测 的

Hailfinder 数据集、系统故障诊断的 Win95pts 数据集

以及智能教学指导系统的 Andes 数据集、猪育种系

谱 Pigs 数据集以及基因调控网络 Link 数据集。表 1
所示为真实贝叶斯网络结构的统计数据。从表 1 可

以看出：贝叶斯网络结构中变量的父亲节点（最大入

度）均不超过 6，说明真实因果网络结构具有稀疏性

的特点。

当样本量设置为变量数的 3 倍时，本文将实验得

到的召回率、精确率和 F1评分作为评价指标。真实贝

叶斯网络结构的评价指标如表 2 所示，加粗表示最优

的数据。CADR算法在所有真实结构上具有更优的精

确率和F1评分，验证本文提出的CADR算法的有效性，

特别是在高维的情况下。CADR算法在不同数据集上

的运行时间均低于其他算法。从表 2可以看出：CADR

算法在因果结构学习的准确率和效率方面具有较优的

效果。实验结果表明，CADR 算法在高维小样本数据

的因果结构学习问题上具有较强的识别能力，能够提

升因果结构学习的效率和识别正确率。

图 3　CADR与 Xie_rec方法的马尔可夫等价类识别结果对比

Fig.3　Recognition results of Markov equivalence classes comparison among CADR and Xie_rec methods

表 1　真实贝叶斯网络结构的统计数据  

Table 1　Statistical data of real Bayesian network structure

数据集

Alarm

Hailfinder

Win95pts

Pathfinder

Andes

Pigs

Link

变量数

37
56
76

109
223
441
724

边数

46
66

112
195
338
592

1 125

平均入度

1.24
1.18
1.47
1.79
1.52
1.34
1.55

最大入度

4
4
6
5
6
2
3

图 2　不同算法的仿真实验结果对比

Fig.2　Simulated experimental results comparison among different algorithms
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4　结束语  

本文提出一种基于递归分治方法的因果结构学

习算法 CADR，用于高维小样本数据的因果关系学

习。通过因果分解方法把基于高维变量集的因果推

断问题逐步分解为维度更小的子问题。结合 RCIT

和 PC-style提出一种高效的算法，以得到一个无向独

立图，从而减少条件独立性检验的次数。同时，采用

递归因果分解把得到的骨架分解为更小的子图，减

小下一步条件独立性检验的搜索空间。在此基础

上，利用非线性非高斯加性噪声模型的因果关系识

别马尔可夫等价类。实验结果表明，CADR 可以得

到较为精确的因果图，能有效提高算法的效率和条

件独立性检验的准确率。下一步将针对稠密网络的

因果结构学习进行研究，以提高 CADR 的稳健性。
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表 2　真实贝叶斯网络结构的实验结果  

Table 2　Experimental results of real Bayesian network structures

数据集

Alarm

Hailfinder

Win95pts

Pathfinder

Andes

Pigs

Link

召回率

CADR

0.43
0.57
0.48
0.47
0.59
0.65
0.74

PC_

ANM

0.59
0.74
0.59
0.62
0.52
0.94

0.30

Xie_

rec

0.35
0.53
0.59
—

—

—

—

Notear_

Sob

0.75

0.79

0.71

0.85

0.95

0.79
—

精确率

CADR

0.48

0.49

0.43

0.50

0.66

0.68

0.74

PC_

ANM

0.20
0.26
0.14
0.10
0.10
0.08
0.08

Xie_

rec

0.31
0.39
0.32
—

—

—

—

Notear_

Sob

0.20
0.29
0.26
0.15
0.13
0.11
—

F1 评分

CADR

0.45

0.52

0.46

0.48

0.62

0.66

0.74

PC_

ANM

0.30
0.38
0.22
0.17
0.16
0.14
0.12

Xie_

rec

0.33
0.45
0.41
—

—

—

—

Notear_

Sob

0.31
0.42
0.38
0.25
0.22
0.19
—

运行时间/s

CADR

9.09

12.10

10.70

85.40

1 000.00

30 000.00

200 000.00

PC_

ANM

15.4
38.6
38.2

402.3
6 000.0

200 000.0
9 000 000.0

Xie_

rec

24.8
86.9

111.6
—

—

—

—

Notear_

Sob

82.7
159.2
197.7
548.5

2 000.0
1 000 000.0

—
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