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摘#要" 利用 J0::0曲率流将原曲面上的面元测度前推到目标参数域上形成初始面元测度%对初始面元测度或目标

面元测度进行变换%以构造一系列连续变换的面元测度序列%然后计算面元测度间的最优传输映射并构建连续变

换的参数化序列簇# 通过莫比乌斯变换,曲率强化和重要性驱动 * 种方式对面元测度进行变换实验%结果表明%相

比拟等积方法%该方法可以构造出多种不同的参数化序列簇%并能取得较好的特殊参数化效果#
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网格参数化指嵌入三维空间中的网格到一个相

对简单参数域上的一一映射
'$(

%其目的是将原始网

格上的操作转移到简单参数域上%从而简化操作过

程# 网格参数化是计算机图形学和几何处理应用中

的基本问题%在纹理映射,重网格化,曲面拟合,形状

分析等方面有重要应用
'$(

#

理想的网格参数化方法是无畸变参数化%但除

可展曲面外%对于一般曲面而言%无畸变参数化并不

存在
'%(

# 现有的网格参数化研究主要关注如何减小

参数化所带来的几何畸变# 参数化所导致的畸变包

括面积畸变和角度畸变# 对于一个参数化
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1构成的三角形%!!7"表示三角

形的面积# 类似地%角度畸变
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# 根据这 % 种畸变%可以将

参数化大致分为 * 类)保角参数化%保面积参数化%

在角度畸变与面积畸变之间寻求平衡的参数化# 其

中 %最小化角度畸变的保角参数化有调和能量方程
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等# 最小化面积畸变的保面积参数化有 >0+

M?K+:*0".
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输
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等# 在角度畸变和面积畸变之间寻求平衡的

参数化有 MJMH

'$"(

等#

但是%现有的参数化方法一般只能生成单一的

参数化结果# 为构造一系列连续变化的参数化序列

簇%本文基于最优传输理论%利用 J0::0曲率流将原

曲面上的面元测度前推到目标参数域上形成初始面

元测度%在参数域上对初始面元测度或目标面元测

度进行连续变换%计算原始面元测度到目标面元测

度的最优传输映射%以构造连续变化的参数化序

列簇#

!)最优传输理论

!J!)最优传输问题

文献'$((提出经典的最优传输问题# 给定欧式

空间
7

中的凸域 K和 S%K与 S分别赋予概率测度
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最优传输问题即寻找一个保测度的映射$%使得

式!*"的传输代价最小#

!J&)最优传输问题的求解方法

求解最优传输问题主要有 42.*","K0:G 方法
'$,(

和 6,+.0+,方法
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#

俄国数学家 42.*","K0:G 证明了最优传输解的存

在性和唯一性%并将最优传输问题转化成线性规划问

题
'$,(

# 42.*","K0:G 方法将源域 K和目标域 S离散化
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的质量百分比# 则传输
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%最优传输可以通过求

解 7

%

个变量的线性规划得到# 但是%42.*","K0:G 方

法有 7

%

个未知变量%计算开销较大#

法国数学家 6,+.0+,研究证明%如果传输距离是

平方欧氏距离 /J%( )0 - J70

%

%那么存在一个凸函

数 C)K
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%最优传输映射 $) K%( )%
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S%( )9由梯度

映射 $)J

! # ( )CJ给定%凸函数 C)K
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被称为

6,+.0+,势能函数# 6,+.0+,方法将变量数从 7

%

减少

到 7%能够有效减少计算开销%提高计算效率#

!J$)离散最优传输

根据 6,+.0+,理论%离散最优传输映射为离散

6,+.0+,势能函数的梯度映射# 定义
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其中%C

,

( )J是凸函数%其图记为 >( ), %>( ),是一个
开放的凸多面体%
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( ),构成其支撑平面# >!,"在

平面上的投影即为
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的一个多面体划分)
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式!,"将胞腔 *

(

( ),映射到离散点 0
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#

由保测度性质可知%通过对平面的截距进行调

节%使得每个胞腔的面积等于其对应离散点的测度%

得到的离散映射
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映射 $# 文献 '$' (证明了该截距的存在性和唯一

性# 文献'%&(提出运用变分法求解截距%方法如下)
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唯一的全局最小点%该点处
#

N( ), -&# 此时梯度映

射
#

C

,

( )J满足胞腔面积与目标测度相等且传输代价
最小# 根据 6,+.0+,理论%

#

C

,

!J"即为最优传输映射#

&)参数化序列簇构造

给定一个三角网格 .%计算 .到平面凸域
2

的

参数化序列簇%方法流程如图 $ 所示# 首先初始化

目标参数域和面元测度%然后变换原始面元测度或

目标面元测度以构造面元测度序列%最后计算原始

面元测度到目标面元测度的最优传输映射簇%以得

到连续变换的参数化序列簇#

图 !)参数化序列簇构造流程

&J!)目标参数域初始化

对网格进行处理后构造初始参数化映射%将网

格的面元测度前推到平面上# 具体方法为)首先对

网格 .进行缩放使其总面积等于
0

%然后使用离散

J0::0流方法计算共形映射
7

).

0

'%$(

%每个点 D

(

"

.

的像
7

D( )
(

作为平面上的采样点 0

(

%由此得到目标域

上点集的初始位置 S- 0

$

%0

%

%4%0{ }
7

%每个采样点 0

(

赋予 B0,2:测度
9

(

%同时对 S进行缩放移动使得 S中

的点都落在
2

上#

&J&)面元测度序列构造

%$%$$#基于莫比乌斯变换的目标面元测度序列

莫比乌斯变换又称分式线性变换%是扩充复平

面上的一一对应变换%其一般形式定义如下)

( )CT-

2T.L

/T.'
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其中%2,L,/,' 为复数且满足 2' 7L/

/

&# 2' 7L/

/

& 保

证了映射的保角性#

曲面到圆盘的保角映射并不唯一%这些保角映

射之间两两相差一个莫比乌斯变换# 因此%应用莫

比乌斯变换对平面上的原始面元测度进行变换%可

以得到基于莫比乌斯变换的面元测度序列#

对于三角网格 .的每个顶点 D

(

"

.%定义目标

面元测度
9

(

为该顶点相邻面面积和的
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通过计算由面元测度序列到目标面元测度的最

优传输映射%可得到保面积的参数化序列簇#

%$%$%#曲率强化的目标面元测度序列

在同一参数化方法下%同一曲面不同曲率区域

产生的畸变也不同# 不考虑曲面曲率的参数化方法

往往造成局部畸变差异较大的后果# 因此%需根据

曲面的曲率来优化参数化方法# 本文使用曲率增强

的目标面元测度来减小高曲率模型的参数化畸变%

通过调控曲率因子和面积因子的比值以控制参数化

对曲率的敏感度#

通过在保面积面元测度中引入高斯曲率%可以

达到曲率强化的效果# 添加离散高斯曲率的绝对值

A D( )
(

和曲率权重控制因子
)

到式 !$*"中%得到

曲率强化的目标面元测度%如式!$!"所示#
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%$%$*#重要性驱动的目标面元测度序列

感兴趣区域!J+/0". "LA.*+,+<*%J@A"是网格中

用户最感兴趣,最关注的区域# 因为拥有不同的背

景,研究目的等%不同用户对同一网格的关注度也不

同# 重要性驱动的参数化序列簇能够由用户选取感

兴趣区域%并根据其重要程度自由控制不同区域在

参数域上的面积大小# 本文通过引入放大因子来实

现重要性可控的目的#

定义放大因子为
"

%对于感兴趣区域%目标面元

测度乘以放大因子
"

%可得到重要性驱动的目标面元

测度%如式!$""所示#
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&J$)离散最优传输映射算法

离散最优传输映射算法步骤如下)

步骤 !#定义目标面元测度H

7
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由前文所

述方法构造#

步骤 &#初始化截距向量)

,

(
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$
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%(-$%%%4%7

步骤 $ #定义超平面
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( ){ }, %该函数的图 >( ),通

过计算支撑平面族
0

(

( ){ }, 的上包络得到# 根据勒

让德对偶原理%可以使用增量凸包算法
'%%(

计算

0

(

( ){ }, 对偶点
0

,

(

( ){ }, 的凸包%凸包的对偶即为

0

(

( ){ }, 的上包络#

步骤 %#计算上包络在平面圆盘的投影加权泰

森多边形图%
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*
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( ),%胞腔 *
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( ),的面积H
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( )( ), # 由加权泰森多边形图计算得到对偶

带权三角剖分#

步骤 L#根据式!$$"计算 E+<<02. 矩阵#
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#

,.E

7$

E

7

7( )E #
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&J%)参数化序列簇算法

参数化序列簇算法描述如下)

输入#三角网格 .%阈值
:

#

输出#参数化序列簇
/

-0

7

$

%

7

%

%4%

7

-

1 %其中%

7

(

)

.

0

#

$$读入网格 =%初始化目标域#

%$使用前文所述方法构造面元测度序列#

*$使用离散最优传输映射算法计算最优传输映射
)

)

0

!5%K" #

!$不断调整面元测度参数并计算最优传输映射#

"$得到参数化序列簇
4

-

)

$

%

)

%

{ %4%

) }
U

#

$)实验结果与分析

$J!)保面积的参数化序列簇

图 % 所示为一个保面积参数化序列簇实例#

图 %!>"是作为输入的人脸模型%该模型有嘴巴和脸部

边缘 % 个边界# 计算曲面到圆盘的保角参数化并在

圆盘上选取多对点进行莫比乌斯变换%生成一组连续

变换的保角映射并得到保角参数化序列簇%如

图 %!?"所示# 将保面积面元测度设置为目标面元测

度%计算原始面元测度到目标面元测度的最优传输映

射%得到图 %!@"所示的保面积参数化序列簇#

图 &)多边界人脸模型的保面积参数化序列簇

$J&)曲率敏感的参数化序列簇

图 * 所示为一个单边界人脸模型的曲率敏感参

数化序列簇# 图 * !2"是单边界人脸模型%其中%人

的五官部分含有多道褶皱%而额头及头顶部位较光

滑# 图 *!9"和图 *!:"分别为其保角参数化和保面

积参数化# 将曲率强化的面元测度设为目标面元测

度%计算原始面元测度到目标面元测度的最优传输

映射簇%取
)

值分别为 &$$,&$%,&$!,&$),$$& 和 %$&%

即可得到图 * ! ?"所示的一组曲率敏感参数化序列

簇# 可以看出%在保角参数化中%人的五官部位在参

数域上的面积比较小%保面积映射在参数域上等积

映射了五官部分%而曲率敏感的参数化序列簇增大

了五官区域在参数域上的面积比%使得褶皱较多,曲

率变化较大的五官部分能够保留更多的细节#

图 $)单边界人脸模型的曲率敏感参数化序列簇

,(%
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$J$)重要性驱动的参数化序列簇

图 ! 以一个佛像模型为例%展示了重要性驱

动的 参 数 化 序 列 簇# 图 ! ! 2" 为 佛 像 模 型%

图 ! ! 9"和图 ! !:"分别为其保角参数化和保面积

参数化# 将佛像的头部设为感兴趣区域%其顶点

加深灰度%如图 ! ! ?"所示# 将目标面元测度与放

大因子的乘积作为新的目标面元测度%计算最优

传输映射后可得到重要性驱动的参数化序列簇#

取放大 因子
"

为 % , ! , ) , $( , *% 和 (! %得 到 如

图 ! !+"所示的一组不同放大因子下的重要性驱

动参数化序列簇# 重要性驱动参数化序列簇可以

实现用户对感兴趣区域的自主控制%通过放大参

数域上感兴趣区域并缩小其他区域%从而赋予感

兴趣区域更多的细节空间#

图 %)佛像模型的重要性驱动参数化序列簇

$J%)性能分析

参数化的效果可以用畸变程度衡量
'%*(

# 本节

通过计算畸变面积
'%!(

来对保面积参数化序列簇实

验结果进行分析%并与拟等积方法作对比# 由于拟

等积方法不能处理多边界模型%因此采用单边界模

型进行实验%模型如图 " !2"所示%本文方法和拟等

积方法生成的参数化序列簇分别如 图 "!9" 和

图 "!:"所示# 通过对比可以看出%相比拟等积方

法%本文方法生成的参数化序列簇个体间有较大的

差异%序列簇变化更加明显# 图 ( 所示为图 "! 9"和

图 "!:"对应的面积畸变结果对比# 从图 (可以看

出%本文方法中参数化前后三角形面积比的平均值

为 $$&&) )%拟等积方法平均值为 &$,'& )# 同时可

以看出%本文方法参数化前后三角形面积比在-$.处

有更高的集中度# 通过以上实验结果可知%相比拟

等积方法%本文参数化方法的面积畸变较小#

图 L)本文方法与拟等积方法生成的参数化序列簇对比

)(%
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图 M)& 种方法生成参数化序列簇的面积畸变对比

%)结束语

本文提出一种基于最优传输的参数化序列簇方

法# 通过构造连续变换的面元测度序列%计算原始

面元测度到目标面元测度的最优传输映射%以得到

参数化序列簇# 通过莫比乌斯变换,曲率强化和重

要性驱动 * 种测度序列构造方法实现不同效果的参

数化序列簇%结果表明%本文方法具有良好的普适性

和通用性# 下一步将对参数化序列簇的测度变换和

控制方法进行深入研究%以进一步提高本文方法的

参数化效果#
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