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摘#要" 传统全变分算法在变分过程中多数会受到阶梯效应的影响%导致重构图像出现纹理缺失和过平滑# 为此%

提出一种基于改进非局部均值的重构算法# 通过引入分数阶梯度模型保留图像纹理信息%利用非局部均值滤波法

更新拉格朗日梯度算子%从而降低计算复杂度# 实验结果表明%与传统 >!1P* 算法相比%该算法能够有效减少运

行时间%具有较好的重构性能#
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信号采样遵循奈奎斯特定理%然而由于计算机

资源和通信系统中传输带宽的限制%在实际工程应

用中%采样后的图像需进行压缩处理%且压缩后的图

像仅保留部分信息%因此%经过奈奎斯特采样的信号

存在大量冗余信息# 压缩感知采样方法考虑信号固

有的稀疏特性
(&2*)

%通过线性映射得到信号的伪随机

采样值%以远低于奈奎斯特采样定理要求的采样点

完成对信号的恢复重建#

为求解压缩感知数学模型%文献(!2")提出凸优

化算法模型# 经典的凸优化算法有基追踪算法
(,)

'

梯度投影算法
(()

'迭代阈值算法
())

'全变分算法
(')

等# 其中%全变分算法由于具有保留图像边界的特

性%常被用于处理二维图像%但其在变分分解过程

中%结构分量容易受到严重的阶梯现象影响%使重构

图像出现纹理结构缺失和过平滑的问题# 文献(&%)

提出了增广拉格朗日交替方向算法%该算法虽然有

效保留了图像的边缘信息%但其重建图像存在明显

的细节缺失# 文献(&&)将非局部均值滤波算子作为

正则项%通过权值平均方法有效减少了恢复误差%但

该模型计算相对复杂# 文献(&$)基于变分模型%在

低复杂度的情况下提高了块压缩感知的重构精度#

本文在文献(&*2&!)基础上%结合分数阶与全变

分模型的优点%提出一种基于改进非局部均值算子的

分数阶全变分算法# 通过交替方向乘子法
(&")

对目标

函数进行子问题划分求解%以提高重构精度%并使用

非局部均值滤波
(&,)

法更新拉格朗日梯度算子%解决全

变分算法中重构精度与运行时间之间的权衡问题#
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!*分数阶微分

##根据微积分理论%整数阶微分已成为描述经典物

理以及相关学科理论的重要数学工具# 虽然分数阶

微分可以看作是整数阶微分的延伸%但其在时域表达

与物理意义上均未统一定义
(&(2&')

# 在数学领域中%常

用的分数阶微分定义有 F2P!F,)'H3#C2P+*.0:"L"微

分'E2P微分'&3()*" 微分等
($%)

# 其中%E2P微分和

&3()*" 微分可被视为 F2P微分定义的改进%因此%

F2P微分具有更广泛的适用性与普遍性#

!.!*_#Z分数阶微分

F2P分数阶微分可表示为*
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左上标表示分数阶微分的定义类型%(表

示函数的微分次数%!和 E 分别表示自变量取值范围

的上'下边界%J 为微分步长%(5)表示取整运算%
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##对式!&"以 J 2& 的步长进行等间距差分运算%

当 (固定时%随着 2的增加%二项式系数 &

(

2

将快速趋

近于 %%因此前 2项的 (阶微分差分式可近似为*

5

(

@!="

0

@!=" 3! 0("@!=0&" 3

! 0("! 0(3&"

$

5

@!=0$" 343

8

!(3&"

8

!F3&"

8

!(0F3&"

5

@!=0F" 2

"

F0&

22%

! 0&"

2

&

(

2

@!=02" !!"

!.&*分数阶微分对信号的影响

根据信号处理基本理论%任意平方可积的能量

信号 @! ="

#
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! 3" 的 (阶分数阶微分可写为

5

(

@!="%由分数阶傅里叶变化性质可得*
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因此%分数阶梯度 5

(

在不同阶次下 (!&

(

(

(

$"的幅频特性曲线如图 & 所示%具体分析如下*

&"当分数阶阶次 (2& 时%分数阶微分对信号幅

度无任何作用%当分数阶阶次 (2$ 时%虽分数阶算

子对信号高频!频率大于 &"部分的幅度有明显的提

升作用%但对信号低频部分!频率小于 &"亦有较大

的衰减作用#

$"当分数阶阶次 & 5(5$ 时%不同阶次的分数

阶微分算子对信号的加强 !削弱"能力位于 & 阶与

$ 阶分数阶微分之间%且随着阶次的增加%分数阶微

分算子对信号的作用程度呈非线性增长#

*"在信号的高频部分%&2$ 阶分数阶微分算子对

信号的提升幅度虽不及 $ 阶微分算子%但与 & 阶微

分相比%信号仍得到一定的增强# 在信号的低频部

分%&2$ 阶分数阶微分算子有效改善了 $ 阶微分下信

号衰减严重的问题%不仅提高了高频信息%而且没有

使中低频信息过分衰减%从而改善了图像的纹理和

细节信息%解决了由于 >!1P* 算法阶梯效应导致的

图像纹理缺失和过平滑问题#

图 !*分数阶算子下梯度的幅频特性曲线

##综上可知%分数阶微分具有弱导数性%在物理上

可理解为广义的调幅调相%以此构造全变分模型#

!.$*分数阶全变分模型

在空间上%若二维连续图像信号 U2@!=%I"在

)!=%I"存在连续 (阶偏导%根据上述 F2P分数阶微

分性质%信号 @!=%I"在点 )沿任意 /方向的 (阶方

向导数和梯度表达式为*
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若对二维图像信号进行采样量化%可得到用于

图像处理的二维离散数字图像# 数字化后的图像由

一系列不同亮度值的灰度块组成%图像的梯度表示

像素点间灰度变化程度# 根据能量泛函最小化定

理%图像 $的全变分模型可理解为二维离散信号梯

度的总和%即*
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在图像全变分模型式!&$"中引入分数阶微分算

子%所得到的新模型可以表示为*
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分别为水平方向和垂直方向的梯度分

量%可表示为*
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&*优化算法

&.!*改进分数阶 ,[+Z$ 算法

根据文献($&)%在图像信号中%噪声和结构信息

均属于高频成分%且受噪声影响越大的图像%具有相

对较大的变分值%因此%基于最小全变分的压缩感知

重构模型可描述为*
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与其他算法相比%该方法在保留图像轮廓信息

上具有一定优越性%但由于阶梯效应%重构图像的纹

理信息常被过平滑处理# 针对该问题%通过引入分

数阶梯度模型约束空间%在增强边缘轮廓能量幅度

的同时%达到保留纹理细节的效果# 具体优化方法

如下*

引入松弛变量'
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利用增强拉格朗日计算法%将带约束项的

式!&("转换为不带约束的目标函数#
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其中%
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为增广拉格朗日算子%分别由梯度信息

保真项 #

(

-

2 0'
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与测量值保真项 ;2 0<进行更新%
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为惩罚因子%将该方法称为分数阶 >!!>!3

D,3C0"算法%并作为本文实验的对比算法#

&.&*改进的非局部均值滤波法

非局部均值滤波法是一种利用噪声之间非相关

性%以图像块之间的权系数为依据的滤波方法%其核

心问题在于如何确定加权核函数# 当非局部均值滤

波权系数越大时%$ 个图像块之间相似度越高# 以像

素 -与像素 .为中心的图像块为例
($$)

%其权重 '
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可

表示为*
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为加权欧氏距离%3
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是以 -'.像素

点为中心的邻域图像块%#是高斯内核控制因子%:

-

是归一化常数#

由于非局部均值滤波算法具有较强的约束能

力
($$)

%常被作为正则项优化空间%以保留重建图像

的边缘信息%如经典 >!3."#5算法
(&&)

%但是该算法

在求解过程中需分离多个子方程%运算复杂度较高#

为解决这一问题%利用拉格朗日算子
&

-

作为先验知

识%包含梯度图像更新过程中的所有信息%通过非局

部均值滤波更新算子%在不增加计算复杂度的情况

下%有效去除传统更新方法的梯度误差%改进的更新

方法为*

&

2

-

2

&

20&

-

0

$

-

!#

(

-

2 0'

-

" !$%"

&

:

2

-

2-

&

2

-

!$&"

(

2

2

(

20&

0

)

!;2

2

0<" !$$"

&.$*交替方向乘子算法

式!&)"是可分离的凸函数%但由于该函数具有

不可微的特性%使其在传统方法下求解十分困难#

交替方向乘子法 !1#*+,.3*0./ 90,+5*0". R+*4"C "D

R)#*0(#0+,I%19RR"作为解决可分离凸优化问题最

有效的方法之一
($*)

%充分利用了目标函数的可分离

性%将原问题分解为若干个交替的极小值子问题%且

所有分离后的子问题都能得到相应的微分显式精确

解# 因此%利用 19RR方法对式!&)"进行分离%分

离后的目标函数将转为 $ 个关于 '
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与 2 的极小化子

问题%依次迭代%可求得相应闭式解# '
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根据 $9I4,0.:3/+2#0:+定理
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进一步估计求解得*
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考虑到 R"",+2;+.,"I+广义逆求解法存在计算

代价过高的问题%本文使用最快梯度下降法对 2 递

推求解%有*
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"

>

! 0#

(

-

2 0'

!23&"

-

" 0

!#

(

-

"

>

&

-

" 3

)

;

>

!;2 0<" 0;

>

(

!$("

其中%

#

2

表示 J3,O0#302J",H+0. 步长因子%由迭代当前

点以及前一点的信息决定%=

2

表示二次式!$""的梯

度%所得到的全局解 2 即为压缩感知的重建图像#

本文算法迭代过程伪代码描述如下*

算法#交替方向乘子算法

输入#测量值 <%测量矩阵 ;%相关参数
"

%

$

%(%

/

输出#重构图像 2

&$初始化*

9

!%"

0

)

%%

)

!%"

0

)

%%H

!%"

0

)

%%A

!%"

0

)

%

$$V40#+目标函数式!&("未达到最优解

*$V40#+

8

N

! : 3&"

0N

! :"

8

$

6

4

!$利用式!$*"解决 H

0

子问题

"$利用式!$""计算 N 子问题 OX

,$-.C

($利用式!&'"计算权重 V

)$利用式!$&" '式!$$"更新拉格朗日梯度算子

'$-.C

$*实验结果与分析

本节通过实验对改进算法的有效性和优越性进

行定量与定性分析%选择南加利福尼亚大学图像数

据库中 &" 幅尺寸为 $", 像素 7$", 像素的标准图像

进行测试# 本文将基于整个数据库对算法平均性能

指标进行分析%并给出部分纹理信息较丰富%且具有

代表性图像的分析结果%实验原图如图 $ 所示#

图 &*实验原始图像

##在实验中%测量矩阵为高斯随机矩阵%正则化参

数根据文献 ( && )的实验结果进行选择 !

$

2$",%

"

6

2*$%

'

2&%

-

2$%

#

2&"%为获得最优峰值信噪比

!;+3: @0/.3#2*"2%"0I+E3*0"%;@%E"%以 %$& 为步长%

对分数阶阶次 (!& 5(5$"进行多次实验%最终得到

最优分数阶阶次 (2&$$%其余参数根据经验值选

择%其设置如下*搜索窗尺寸为 &* 7&*%临近窗为

( 7(%高斯核参数 #为 %$&# 本文实验 ;&性能为

<.*+#!E"&",+!>R" 0"2$"$%R &;7+$$" ?O%E1R

为 ! FJ%仿真软件使用 R3*#3M E$%%'3#

$.!*峰值信噪比

本文使用峰值信噪比来衡量图像重构的性能%

其定义如下*

%HH2G0K !$)"

)N%2

&

67*

"

-

"

.

!G

-%.

0K

-%.

"

$

!$'"

0N$32&% #/

)9D

$

( )
)N%

!*%"

其中%%HH为原图像与处理图像之间的误差信息%

)N%为 原图 像 与 处 理 图 像 的 均 方 误 差 ! R+3.

@W)3,+C -,,",%R@-"%67* 表示图像分辨率%G为原

始图像%K为待评价图像%)9D表示图像像素点强度

的最大比特值# 本文实验中的原始图像与重构图像

均为灰度图像%即每个像素点具有 ) 位颜色深度%因

此 )9D2$

)

0& 2$""# 由式!*%"可知%峰值信噪比

越大!即均方误差越小"%图像重建效果越好#

在实验中%分别使用 >!1P* 算法'基于分数阶

微分的 >!!>!3D,3C0"算法'基于改进块模型的全

变分重构!>!3J&@"算法'基于非局部均值的 >!

正则化 !>!3.#"5"算法与本文算法进行对比实

验%得到所有测试图像在不同采样率下的重建效

果%采样形式即测量矩阵%测量矩阵为高斯随机矩

阵# 不同算法基于标准图像数据库的重构平均性

能指标如图 * 所示%! 幅标准测试图像重构后的峰

值信噪比结果如表 & 所示#

图 $*各算法在不同采样率下峰值信噪比对比结果

!!$
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表 !*改进算法与 ,[算法重构性能对比

图像 采样率

;@%E=CJ

>!1P*

算法

>!3D,3C0

算法

>!3J&@

算法

>!3.#"5

算法

本文

算法

P+.3

%$&% $!$&( $!$(, $"$%* $"$*& $,$(&

%$&" $"$,) $,$&! $,$!) $,$)& $)$$%

%$$% $($&" $($,( $($'' $)$!' $'$""

%$$" $)$(% $'$&) $'$!) *%$&' *&$%*

%$*% *%$*" *%$)" *&$%! *$$%( *$$")

J3M3,3

%$&% $$$!$ $$$)) $*$$! $*$'* $"$'(

%$&" $*$*& $*$)( $!$&' $"$*% $,$)!

%$$% $!$*$ $!$') $"$$) $,$!* $($,)

%$$" $"$!% $,$%& $,$*! $($") $)$,,

%$*% $,$"! $($&& $($!, $)$() $'$,'

J"3*I

%$&% $*$*( $*$($ $!$%) $!$*& $"$"'

%$&" $!$'' $"$*) $"$,& $,$%! $($*"

%$$% $,$,$ $($%( $($*! $($,' $)$)&

%$$" $)$$( $)$,' $)$'$ $'$*' *%$*(

%$*% *%$%! *%$!( *%$(* *&$*$ *$$%&

R".3,54

%$&% $!$"' $!$'! $"$$& $"$*! $,$('

%$&" $"$() $,$&% $,$*) $,$(( $($,'

%$$% $($%* $($*' $($(& $)$&& $)$)$

%$$" $)$*' $)$(! $'$%* $'$"* *%$%(

%$*% $'$(& *%$&* *%$!! *%$)$ *&$$)

##从图 * 可以看出%本文算法在各个采样率下均

具有优于其他算法的平均性能指标# >!3D,3C0算

法'>!3J&@算法'>!3.#"5算法'本文算法与传统

>!1P* 算法相比最大平均峰值信噪比提高值分别

为 %$!," CJ'&$%& CJ'&$"" CJ'$$,, CJ#

从表 & 可以看出%在所有采样率下%本文算法对

重构图像的峰值信噪比均有所提高# >!3D,3C0算

法'>!3J&@算法'>!3.#"5算法'本文算法与传统

>!1P* 算法相比最大峰值信噪比提高值分别为

%$,( CJ'%$', CJ'$$$! CJ'*$"" CJ%平均峰值信噪

比提高值分别为 %$!( CJ' %$(, CJ' &$*, CJ'

$$!! CJ#在 采 样 率 为 %$&% 的 P+.3' J3,M3,3和

R".3,54 图像和采样率为 %$&" 的 J"3*I图像中%本

文算法峰值信噪比提升幅度最大%分别为$$"! CJ'

*$"" CJ'$$*, CJ和 $$$ CJ%其主要原因是利用非局

部均值滤波法更新拉格朗日算子# 在采样率较小

时%各算子中包含较多梯度误差信息%因此分数阶微

分对梯度信息高频结构部分与中频纹理部分的增强

作用会影响重构图像精度#

$.&*结构相似度

表 $ 所示为 ! 幅标准测试图像在采样率为

%$*% 时的结构相似度 !@*,)5*),3#@0'0#3,0*A <.C+N%

@@<R" %该指标从亮度'对比度'归一化结构的角度

对比了原始图像与重构图像之间相似程度%其具体

表达式为*

NNO)!$%$

:

" 2

!$

$

D

$

$

:

3&

&

"!$

*

DD

:

3&

$

"

!

$

$

D

3

$

$

$

:

3&

&

"!

*

$

D

3

*

$

$

:

3&

$

"

!*&"

其中%

$

D

为原图像灰度均值%

$

D

:

为重构图像灰度均

值%

*

D

为原图像方差%

*

$

:

为重构图像方差%

*

DD

:

为协方

差%&

&

'&

$

为定值常数%其中%&

&

2%A%&

$

%&

$

2%A%*

$

#

表 &*在采样率为 ".$"时 ) 种算法结构相似度对比结果

算法 P+.3 J3,M3,3 J"3*I R".3,54 平均值

>!1P* 算法 %$)"& ' %$)*$ $ %$)," % %$)(* " %$)"" ,

>!3D,3C0算法 %$)(" ' %$)!" $ %$)(( , %$))' ! %$)($ %

>!3J&@算法 %$))$ ) %$),' ! %$)'' $ %$'%* ! %$))) (

>!3.#"5算法 %$'&* * %$'%, " %$'*$ , %$'*$ , %$'$& $

本文算法 %$'!, ! %$'*" * %$'," ' %$'"$ ' %$'"% &

##从表 $ 可以看出%对任意测试图像%本文算法与

其他算法相比 @@<R 值更接近 &# >!3D,3C0算法'

>!3J&@算法'>!3.#"5算法'本文算法与传统

>!1P* 算法相比%最大结构相似度提高值分别为

%$%$!'%$%*( $'%$%(! *'%$&%* &%平均结构相似度提

高值分别 %$%&, !'%$%** &'%$%," ,'%$%'! "#

$.$*算法运行时间

为验证本文算法具有较低的计算复杂度%以

J3,M3,3图像为例%对比各算法在所有采样率下的算

法运行时间%其结果如图 ! 所示#

图 %*各算法在不同采样率下运行时间对比结果

##从图 ! 可以看出%图像重建所需时间随着采样

率的增加而增加# >!1P* 算法'>!3J&@算法与

>!3D,3C0算法未对目标函数进行正则化优化%因此

在计算过程中复杂度较低%所需运行时间较少%但重

建效果较差# 相反>!3.#"5算法与本文算法均采

用非局部均值滤波作为目标函数的约束项%因比重

构效果较好# 在 >!3.#"5算法中%非局部均值滤波

作为正则项直接参与目标函数的计算%根据 19RR

理论%该算法需解决 ! 个分离子问题%其运行代价较

大# 本文算法将非局部均值滤波运用于算子的更新

部分%在求解过程中只需解决 $ 个极小化子问题%降

低了重构时间%但与 >!1P* 算法'>!3D,3C0算法和

>!3J&@算法相比%该算法运行时间仍然较长#

$.%*结果对比

本文选择 $", 像素 7$", 像素的 J3,M3,3'J"3*I

图像作为原始图像%在采样率为 %$*% 的情况下%对

图像细节信息复杂的部分进行放大对比!实验选择

J3,M3,3图像脸部及 J"3*I图像桅杆部分"%并通过观

察重构图像与原始图像放大部分之间的误差信息

图%进一步分析本文算法对细节保留的优势#

J3,M3,3图像的重建与误差对比结果如图 "'图 ,所

示%J"3*I图像的重建与误差对比结果如图 ('图 )所示#

"!$



####### 计#算#机#工#程 $%&' 年 ! 月 &" 日

图 )*不同算法在 T1BG1B1 图像中峰值信噪比对比

图 N*不同算法在 T1BG1B1 图像中误差对比

图 R*不同算法在 T=19H图像中峰值信噪比对比

图 '*不同算法在 T=19H图像中误差对比

,!$
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##从图 "'图 ( 可以看出%本文算法重构的图像保

留了较多的图像结构纹理信息%尤其在 J3,3,3和

J"3*I图片中的圆圈部分%本文算法对人物眼睛部分

和塔尖部分细节的保留明显优于其他算法# 从图 ,

和图 ) 可以看出%本文算法重构图像与原图之间存

在的误差明显小于其他算法%因此重建后的图像更

加清晰# 由此证明%本文算法解决了全变分算法中

图像重构精度与重构时间之间的权衡问题%在较小

的运算代价下%具有较高的峰值信噪比%且保留了图

像复杂纹理部分!如 J3,M3,3图像的脸部%J"3*I图像

桅杆部分"%因此本文算法整体性能优于其他算法#

%*结束语

本文通过结合分数阶与全变分模型的优点%提

出一种基于改进非局部均值算子的分数阶全变分

重构算法# 利用交替方向乘子算法给出算法的迭

代过程%使用非局部均值滤波更新梯度算子%从而

降低计算复杂度# 实验结果表明%本文算法相对

>!1P* 算法保留较多的图像结构纹理和边缘信

息%且重构误差较小%能够在重构精度和运行时间

之间取得均衡#
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