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摘#要" 在 6"#2.*二分理论的证明过程中%L7/2*+和内插法是常用的归约技术%构件 I2</+*的计算则是其中的重

要步骤$ 为提高 I2</+*计算效率%在边枚举和矩阵计算的基础上设计通用算法$ 针对该算法只能在指数时间内计

算的缺点%引入特殊函数给出加速算法%依据自由度优先调用特殊函数%使 6"#2.*问题在多项式计算时间内得到解

决$ 此外%研究发现 I2</+*计算能够推广为问题 D1E;24!8

#

'$%$("%加速算法也同时能描述其相应的易解函

数类$
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!)概述

计数复杂性是计算复杂性理论的一个重要分

支%其目标是根据计数问题的复杂度对其进行分类$

积和式
'$(

计算是一类基本的计数问题%另一类重要

的计数问题框架是 2 &GD

'"(

%&GD存在广泛的应

用
'-(

$ 近年来%受到全息算法
'!(

的启发%一种新的框

架 6"#2.*问题
')7&(

被提出%2&GD可以认为是一类特

殊的 6"#2.*问题$ 顶点覆盖与完美匹配相应的计数

问题都能够通过6"#2.*框架表示$ 由于6"#2.*框架

十分具体%因此可以在上面证明二分理论
')(

)计数问

题属于 D或者2D792,<$

在证明二分理论的过程中%研究者会使用相应

的归约技术%其中包括 L7/2*+和内插法%构件 I2</+*

计算则是其中的关键步骤%如果能够高效地计算

I2</+*%那么就更容易得到 6"#2.*二分理论$ 因此%

本文给出计算 I2</+*的通用算法$ 然而%该算法对

于特殊函数%指数计算将得到约简$ 为此%本文又对

通用算法加以改进%提出加速算法$ 此外%研究发现

I2</+*计算可以视为一类使用函数'$%$(的 6"#2.*

问题%而加速算法也同时能描述该类问题的易解

函数$

&)241/@=问题与归约技术

在引入归约技术之前%给出 6"#2.*问题的形式化

描述%记
"

0!F%8%

#

"%其中%F0!@%%"为图#

#

表示每
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一个顶点 G

$

@%都对应一个函数 3

G

$

8%而且 3

G

将

/%%$0

<+/!G"

映射到 &中$ 考虑所有 %7$ 分配%对每一条

边/

$

%%分配
$

给出估计式
%

G

$

@

3

G

!

$

3

%!G"

"%%!G"表示

顶点G的关联边%

$

3

%!G"

表示
$

对%!G"的约束%于是%在

"

上的计数问题就是计算)

D1E;24

"

9

!

$

)%

&

/%%$0

%

G

$

@

3

G

!

$

=

%!G"

" !$"

##这里使用对称函数%对称函数 3表示为 '3

%

%

3

$

%,%3

7

(%其中%3

H

是 3在海明权重 H上的值$ 本文

主要考虑 "7- 正则图%它是二部图%其中左边顶点的

度为 "%右边顶点的度为 -$

下文将介绍证明 6"#2.*二分理论中常用的归约

技术$

&N!)U#B/=7

一个 L7/2*+可以认为是 !D%8%

#

"%D0!@%%%

("是包含常规边 %和悬边 (的图%可以将 %中常规

边记为 $%"%,%5%(中悬边记为 54$%54"%,%

542%从而可以定义函数)
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其中%J

%
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$
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$

/%%$0%!I
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"

$

/%%$0
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表示悬边上的分配#D表示所有边分配的 6"#2.*值$

这里%给出 L7/2*+的一个例子
''(

%假设有函数'$%%%

%%$(和 '$%$(%可以使用图 $ 的 L7/2*+来实现函数

'$%%%$($

图 !)U#B/=7

##使用 L7/2*+的思想%可以完成 " 个 6"#2.*问题

之间的归约$ 假设 K 为某 L7/2*+构成的函数%那么

D1E;24!8

#

/ K0"

'

S

D1E;24!8"$ 可以使用 I2</+*

来表示 L7/2*+%因此%如果能够计算 I2</+*%那么就

可以完成归约$

&N&)内插法

内插法
'((

是在研究计数问题中一个强有力的工

具%文献'*(对其作了进一步推广$ 本文考虑内插二

元函数%内插一元函数也有类似的结论
')%$%(

$

对于某些函数集合%希望对所有二元函数

30'J%I%.(%有D1E;24!8

#

/'J%I%.(0"

'

S

D1E;24!8"%

更多细节可参考文献'$$($ 为了完成内插%需要递归

构造合适的 I2</+*%这里使用 " 个 I2</+*%一个是二

元初始函数 K 0'J

%

%I

%

%.

%

(%另一个是四元 I2</+*%

可以使用 - 5- 的矩阵 !表示$ 递归构造如图 "

所示$

图 &)二元递归构造
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##在文献'$$(中%有如下定理来保证内插成功)

定理#令
&

%

'

%

(

为 !的 - 个特征值%如果以下

的 - 个条件都满足)!$" <+*!!"

(

%#!""初始函数

'J

%

%I

%

%.

%

(不与 !的任何特征向量正交#!-"对于所

有!-%6%7"

$)

-

+/! %%%%% "0%且 -4647

(

%%有

&

-

'

6

(

7

(

$%那么递归构造!!%K"可以内插所有二元

函数$

由上述定理可知%K 的选择完全取决于矩阵 !$

在条件!$"和条件!-"下%构造合适的 I2</+*并不容

易%因此%需要通用的算法来计算 I2</+*$

$)通用算法

本文将给出计算 I2</+*的通用算法$ 首先%给

出一个具体的 I2</+*)I2</+*$%如图 - 所示%它已经

被用来证明二分理论
'$$7$"(

$

图 $)K/3B7=!

$N!)基本概念

在 I2</+*$ 中%悬边可作为布尔输入变量%常规

边则在/%%$0上完全分配$ 进一步%可以将悬边分为

首边和尾边%一个 I2</+*只有首边!尾边"可以作为

列!行"向量$

对于 I2</+*$%度为 " 的顶点被分配为'%%$%%(%

度为 - 的顶点分配为 '$%$%%%$(%I2</+*可以视为

! 5!矩阵 "%由于只考虑对称函数变换%存在等价

- 5-矩阵 !%将列向量写成对称函数形式%于是

得到)
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##在 I2</+*$ 中%增加平行边和顶点%可以推广到

"7Q 正则图%如图 ! 所示%其中平行边和顶点的数量

为 7+"%它已经被用于文献'$"(的内插技术中$

(
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图 %)&#V正则图上的 K/3B7=

$N&)算法步骤

在本文设计的通用算法中%考虑
"

%将无向图中

某些度为 $ 的顶点作为外部顶点%剩下的为内部顶

点$ 将外部顶点记为 @

$

%内部顶点记为 @

"

%F0!@

$

%

@

"

%%"%@

$

中的顶点上的函数为'$%$(%@

"

中顶点的

函数根据
#

在 8中分配$ 算法步骤如下)

输入#

"

0!F%8%

#

"

输出#矩阵 !

步骤 !#初始化矩阵 "$

步骤 &#对矩阵 "中每一项进行计算)

!$"悬边赋值$

!""对余下的常规边的值进行枚举%每一次赋值

都计算
%

G

$

@

3

G

!

$

3

%!G"

" %然后对这些值求和%就得到

式!""中的
%

$

!-"将
%

的值写入矩阵 "的相应项$

步骤 $#变换矩阵 "到 !$

可以根据矩阵 "的下标索引对悬边赋值%例如%

矩阵第 $ 项对应于首边和尾边全都赋值为 %$ 显然

步骤 " 可以认为是积和式的计算%它是整个算法的

核心$ 步骤 - 可以通过矩阵运算完成$

下面分析算法的时间复杂度$ 在最坏的情况

下%需要 "

2

步才能完成计算%如果 I2</+*包含$%% 条

边%总共需要计算 "

$%%

步%远超过 T-G密码系统的计

算量$ 幸运的是%在二分理论证明中使用的 I2</+*

不包含如此多的边$

%)加速算法

通用算法显然不是一个多项式时间算法$ 当边

的数量快速增加时%可能无法直接得到矩阵$ 然而

笔者发现对于某些函数可以高效地进行计算$

%N!)退化函数

任何退化函数能够表示成一元函数的张量积$

在 "7- 正则图中%退化的二元函数和三元函数有如下

形式)'%%%%%(%'%%%%$(%'$%%%%(%'$%$%$(#'%%%%

%%%(%'%%%%%%$(%'$%%%%%%(%'$%$%$%$($ 先不考

虑'$%$%$(%'$%$%$%$(%对于其余情况%当悬边确定

之后%最多只有一种情形%使得整个值非零$ 因此%

在积和式中%最多只需计算 $ 次$

下面分析'$%$%$(和'$%$%$%$(%根据定义%'$%

$%$%$(可以表示成 '$%$(

*

-

%'$%$%$(可以表示成

'$%$(

*

"

%因此%函数'$%$%$%$(的顶点被分解成 - 个

'$%$(的顶点$ 于是%整个 I2</+*将被分解%分解后

的 I2</+*$ 如图 ) 所示$

图 O)分解后的 K/3B7=!

##此时尾边已经不影响计算%矩阵 "可以表示为

一个列向量%对于函数 'J
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从而可以在多项式时间内对其进行计算$

%N&)-W:/10=C 函数

在 "7- 正则图中%-W)2#0*3 函数包含 '$%%%$(和

'$%%%%%$($ 在 "7- 正则图中同时使用'$%%%$(%'$%

%%%%$(%当悬边确定之后%I2</+*中的常规边也随即

确定%矩阵 "的首项和末项为 $%其他为 %%得到)
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##对于这种情形%问题可以在 M!2"步内解决$

如果顶点上的函数为'$%%%%%$(%那么对于它的

关联边只有 " 种可能%同样可以加速计算%对于

I2</+*$%二元函数为';%$%<(%有)
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##对于 T0;+W)2#0*3 函数'%%$%%(%同样可以在多项

式时间内完成计算$

%N$)函数特征

定义#对于 %N$ 输入%一个函数 3拥有非零可能

性的数量称为它的自由度%记为 !!3"$

由定义可知%如果 3是'%%%%%(%'%%%%%%%(%那

么 !!3" 0%#如果 3是 '%%%%$(%'$%%%%(%'%%%%%%

$(%'$%%%%%%(%那么 !!3" 0$#如果 3是 '$%%%$(%

'%%$%% (% '$%%%%%$ (%那么 !!3" 0"#其余情况%

!!3" /"$

*
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当!!3"

'

" 时可以高效地进行计算%因此%自由

度可以认为是 I2</+*计算函数的一个重要特征$

%N%)算法描述

在给出算法之前%笔者将 !!3"

'

" 的函数集合

定义为 $$ 由于函数'$%$%$(%'$%$%$%$(具有独立

的加速算法%这里只考虑 $中的函数$ 实际上%只需

重新设计通用算法中步骤 " 的计算部分$

步骤 !#判断 $

+

8是否为空集%如果为空集%

使用通用算法的步骤%否则进入步骤 "$

步骤 &#选择 $中的函数进行计算$

!$"选择函数属于 $的顶点 G$

!""对顶点 G的关联边进行赋值%使得函数值

非零$

步骤 $#对剩下的边的值进行枚举%并且计算
%

的值$

改进算法的主要思想就是在边分配中减少枚举

的次数$ 考虑这样的情况%在 I2</+*$ 中使用函数

';%$%<(和'$%%%%%$(%使用通用算法%则需要枚举

所有的边%共有 "

(

0")& 种可能%而使用改进算法

时%首先在尾边顶点的函数'$%%%%%$(%有 ! 种可能

的情况%对于首边也有 ! 种可能%共 $& 种情形%从而

减少了整个计算次数$

在改进算法的步骤 " 中%可以使用贪心选择$

本文的选择使用了 " 个标准)最大的函数元数及最

小的函数自由度%这样做的目的是为了尽可能快地

传递边的值$

O)相关讨论

ON!)K/3B7=构造

I2</+*计算是 I2</+*构造中的核心问题$ 当

I2</+*构造完成后%并不知道它是否能够实现某个

函数或者保证内插成功%I2</+*计算可以作为验证

I2</+*构造正确性的工具$ 此外%如果能够高效地

计算 I2</+*矩阵%则可构造尽可能多的 I2</+*%从

而更容易找到需要的 I2</+*$

ON&)241/@=问题间的关系

I2</+*计算与 6"#2.*求和都可以认为是积和式

计算%然而%它们主要的区别就是 I2</+*计算使用

悬边作为输入%这里给出如下例子$

在 6"#2.*二分理论
'$$(

中%存在一类易解函数%

它使得 6"#2.*的值总是为 %$ 其中包含 '%%$%%( 3

'%%$%%%%(%在 I2</+*$ 中使用这些函数%有)
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% % % %

$ % % %

$ % % %













% $ $ %

%! 9

% % %

$ % %











% " %

可见%矩阵 !并不是零矩阵%6"#2.*值不为 %$

()结束语

计算复杂性中最基本的二分理论是对多项式时

间和指数计算问题进行分类%有许多方法可以对特

定问题加速计算%例如动态规划&线性规划&量子计

算等$ 本文给出一个通用算法来计算 6"#2.*问题中

的 I2</+*%它需要指数时间计算$ 同时%笔者发现存

在与加速算法相关的特殊函数%它们可使问题在多

项式时间内计算%因此%在加速算法中%依据自由度

优先使用这类特殊函数$ 如果存在其他函数可以加

速计算%也可把它们加入到函数集合 $中来进一步

优化本文提出的算法$ 受到 $中函数的启发%下一

步将把 I2</+*计算的研究重点放在函数理论上%对

于可以加速计算的函数%构建完整的函数理论$ 此

外%研究发现 I2</+*计算可以表示为更一般的

6"#2.*问题 D1E;24!8

#

'$%$("$ 因此%今后将通过

加速算法中的易解函数%给出这类问题完整的二分

理论$
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