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摘#要" 根据大规模三对角线性方程组求解的特性"结合消息传递接口和开放多处理模型"设计分布式共享内存环

境下求解大规模三对角线性方程组的 G7:D并行算法$ 在 P.*+#<+". -,4"&,% 并行计算集群环境上进行数值实验"

结果表明"与基于消息传递接口的 G7:D并行算法相比"该算法具有更高的加速比和更好的可扩展性"能充分发挥

集群系统的综合计算性能"提高大规模三对角线性方程组的求解速度$
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!*概述

高性能多处理机的硬件结构有紧耦合和松耦合

两种不同的构型"前者通过共享主存实现处理机间

通信的&后者则是一个分布式存储系统"任务间的信

息流量较小"比较适合于粗粒度的并行计算$ 分布

式共享存储集群系统可以看成是上述两种构型的结

合"它具有多个处理器共享内存的节点和连接各个

节点的快速网络构成的多级体系结构"在节点内共

享存储"在节点间分布式存储
($)

$

文献(")针对分布式共享存储集群系统分析消

息传递接口!E+667/+D7660./ P.*+,C72+"EDP#和开放

多处理 !1(+. E)#*04(,"2+660./"1(+.ED#等并行算

法的优势与编程实现方法"对稀疏线性方程组'三对

角线性方程组的求解也给出了相应的求解方法$ 文

献(')分析线性方程组的求解在大规模科学工程和

数值处理中的普遍应用"综述利用 I,K#"J 子空间算

法进行迭代法求解稀疏线性方程组的过程"并给出

在分布式环境下的并行化策略$ 文献("4')指出线

性方程组的求解速度与复杂度取决于矩阵系数中非

零值的位置$ 文献(!)通过机群来并行求解虚拟输

电分区的电场强度线性方程组"并通过实验表明"减

少各处理器间信息交换的通信时间可以提高矩阵矢

量积求解的效率"进而加快线性方程组的并行求解

速度$

文献(,)针对严格对角占优三对角线性方程组



第 !" 卷#第 $% 期 陈振武"郑汉垣"兰添才"等*求解大规模三对角线性方程组的 G7:D并行算法 ##

提出重叠分割并行近似算法"这种算法不需要大量

通信"但只能在机器精度范围内得到与目标要求几

乎等价的近似解$ 文献 (&)在文献 (,)算法的基础

上提出一种可扩展通信的非近似算法用于求解一个

对角占优三对角线性方程组的 O"+(#0*U系统$

如何充分发挥高性能多处理机系统的性能和对

三对角系统进行有效求解"其关键在于设计具有可

扩展性好'并行度高'易于实现的并行算法与程序$

G7:D!G7)6607. :+#0+CD,"(7/7*0".#是在递归更新的

概率统计推理的基础上"针对对称对角占优线性代

数方程组求解的迭代算法"具有低复杂性和高并行

性的特性"并在对称对角占优线性方程组的求解具

有良好的收敛性
((4*)

"因此"G7:D算法非常适用于处

理大规模稀疏线性方程组的求解问题$

EDP和 1(+.ED是并行计算领域流行的两种编

程模型"EDP适用于分布式存储并采用消息传递机

制"硬件结构简单"但细粒度并行环境中常常会引发

并行环境大量的数据通信及动态负载平衡困难&

1(+.ED充分利用共享存储器消息传递相对简单的

特点"兼容了对称式多处理机使用的通信机制"但用

软件实现的共享存储器开销很大"严重地限制了共

享存储器可支持的应用程序范围
(")

$ 文献())在求

解线性方程组的 G7:D算法理论基础上"对比 EDP

和 1(+.ED分别求解线性方程组的性能上的差异"

给出利用消息传递技术求解线性方程组的方法与应

用验证$ 文献($%)分析基于多核处理器架构环境中

的混合编程模式的现状及 EDP和 1(+.ED的可扩展

性"研究采用 EDP和 1(+.ED混合的编程模式"发现

这种混合编程模式具有更好的性能"并提出在多个

线程环境中利用这种混合编程模式求解线性方程组

的改进之处$

本文在研究 EDP和 1(+.ED混合编程的并行算

法基础上"对三对角线性方程组求解的 G7:D算法

进行优化"将 EDP与 1(+.ED混合的 G7:D并行算

法应用于三对角线性方程组的求解"并通过算例进

行算法的性能与可行性验证$

&*M2;-算法与数据结构

&/!*M2;-算法

G7:D算法主要有初始化和迭代计算两部分"而

迭代计算又可以表述为消息累加'消息传播及更新'

求解向量 ' 个过程
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在上述各计算公式中"H!.#为第.个节点对应邻居

节点的集合!不含.#&H!.#RF表示H!.#中除去节点F$

由式!"#可知"消息累加和 *

4

.

与
$

4

.

是按列进行

求和的$ 因此为了方便求和"采用列块划分方式进

行数据划分$

设置数据存储结构有*&"<"% 分别对应于左端

已知矩阵'右端已知向量'左端未知向量&*"= 分别

表示对应于求 *

.F

和
$

.F

的列排列计算数据&*

+

"=

+

表示

对应于求 *

.(F

和
$

.(F

数据的行排列缓冲区$

&/&*M2;-编程实现方法

对 G7:D算法可以有同步算法异步算法两种不

同的编程实现方法
(*)
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!$#同步 G7:D算法描述如下*
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!"#异步 G7:D算法描述如下*
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&/$*数据划分与数据结构

对应于三对角线性方程组求解中的左端已知矩

阵 &就是一个三对角矩阵"可按如图 $ 所示的分裂

方式进行数据块划分
($!)

$

图 !*三对角矩阵的分裂方式

##从上述的三对角矩阵来看"每一列只有 ' 个元

素*7

F

"8

F

"-

F

!F-$"""3"##$

在用2

.F

格式存储的情况下"当.

!

H!F# -!F.$#"

!F/$#时"则第 F列*2

!F.$# "F

"2

FF

"2

!F/$# "F

"!F-$"""3"

##$ 若将它们用 2(') ( #)数组来存储"则有* 7

F

-2($)(F)"8

F
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F

-2(')(F)$

对应于 2

.F

的 *

.F

"

$

.F

也分别可以用 N(') ( #)和

B(')(#)存储"而对应于 *

4

.

与
$

4

.

"可用 "* (F) 和

"=(F)!F-$"""3"##来存储$

现令方程组右端已知向量为 ="未知向量为 %"

分别用数组 1(#)";(#)来存储$

利用上述的数据结构存储数据后"对角线上的

元素 2

FF

对应的 *

FF

"

$

FF

在计算过程中是一直不变的

!初始化时即已确定#"因此"对应于第 F列的 *

.F

"

$

.F

和 *

4

.

"

$

4

.

可表示为**

FF

-2

FF

"

$

FF

-7

F

"表示为数组元素

的公式则为**(")(F) -2(") (F)"B(") (F) -1(F)$

而计算 N

.F

"

$

.F

时"对应于第 F列"只需计算N($)(F)"

B($)(F)和 N(')(F)"B(') (F)&而计算 *

4

.

"

$

4

.

"则对

应于下列公式*

"*(F) -*($)(F) /*(")(F) /*(')(F)

"=(F) -B($)(F) /B(")(F) /B(')(F)

其中"N

.F

!F-$"""3"#".-F.$"F/$#则可表示为

N

F.$"F

和 N

F/$"F

的数组表示 N($)(F)与 N(')(F)$

同理"N

F.

则可表示为 N

F"F.$

和 N

F"F/$

的数组表示

N(')(F.$)与 N($)(F/$)$

计算 N
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1!"*(F.$) .*(')(F.$)#

*(')(F) -.2(')(F) 12(')(F)

1!"*(F/$) /*($)(F/$)#

化简后得到公式*

*($)(F) -.2($)(F) 12($)(F)(!*($)(F.$)
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从以上的算法分析过程可知"计算过程只与矩

阵的前一列和后一列有关"而且可以省去对消息累

*)
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加 *

4

.

"

$

4

.

的计算$

对于上面的划分以后"计算节点 N

$

"只需 7

,

"-

*

两个位置的计算"其他位置的计算都只与本节点内

部位置上的数据有关$ 而计算 7

,

需前一列的 7

!

位

置的数据"计算 -

*

需后一列 -

)

位置的数据$ 因此"

总的来说"在计算过程中只需将计算节点 *

$

第一列

的 -

,

位置数据往 *

%

传输"将计算节点 *

$

的最后一

列 7

*

位置的数据往 *

"

传输&计算节点 *

$

要接收 *

%

的最后一列 7

,

位置的数据"还要接收 *

"

的第一列 -

)

的数据$ 整个数据通信都是局部的"从并行算法设

计的理论上看"随着计算规模的不断扩大"通信时间

不变"计算所用的时间必然更小"算法的加速比也必

然得到提高"算法是可扩展性并行算法$

$*三对角线性方程的 M2;-并行算法实现

三对角线性方程 G7:D的 EDP并行算法步骤如

下*!$#初始化&!"#迭代开始&!'#消息累加&!!#消

息更新&!,#求解向量与收敛性判断&!&#数据交换&

!(#转到步骤!"#$

给定计算节点迭代步骤的算法主要代码如下*

P.0*07#0U7*0".*

#(( ) (M) -%&)( ) (M) -%&B(M) -%&B%(M) -%&

P*+,7*0".*

#,+(+7*

C",M-% *" '/$ A"

#(($) (M) -((%) (M) R

2

接收前一节点的最后一列数

据"将第一列的数据发送到前一节点上
2

R
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#(($) (M/$) -((%) (M)

#)($) (M/$) -)(%) (M)

#((")(M/$) -(($) (M/$)R
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接收后一节点的最前一列

数据"将最后一列数据发送到后一节点上
2

R

# )(") (M/$) -)($) (M/$)
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C",M-$ *" ' A"R
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消息累加
2

R
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#B(M) -6)MR6)M
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C",M-$ *" 'A"R

2

消息更新从第一列计算到最后一列
2

R

# (($)(M) -.?($)(M) 1?($)(M)R!(($)(M.$) /?(")(M.$)&

# ((')(M) -.?(')(M) 1?(')(M)R!((')(M/$) /?(")(M/$)&

# F($) (M) -.?($) (M)R!(($) (M.$) /?(") (M.$)#

1!F($)(M.$) /3(M.$)#&

# F(')(M) - .?(') (M)R!((') (M/$) /?(") (M/$)#

1!F(')(M/$) /3(M/$)#&
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向量求解与收敛性

判断
2

R

C",7##M

!
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M

-

-
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M

0CC#7/! ># -$#*L+.R
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容忍度判断
2

R

#")*()**B

2
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)

#+#6+

##B%(M) -B(M) R
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保存上一次求解向量结果
2

R
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+.A C",
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!

%3'A"R
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节点数据交换与传输
2

R
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!
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节点 > 发送数据的传输
2
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)
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>

)

C",M-$ *" ' A"R
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传输策略"采取异步进行
2

R
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!

%3'A"
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> .$

)

##F($) (%) -F($) ('

> .$

)

##R

2

计算第 $ 列之前先接收前一节点尾列数据
2

R

##(($) (M) -.?($) (M) 1?($) (M)R! ( ($) (M.$)

/?(")(M.$)&
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1!F($)(M.$) /3(M.$)#&

##(($) (%) -(($) ('
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)
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> .$

)

##R

2

计算完第 $ 列后立即将数据往前一节点传
2

R

+.AA"
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/$)

#F(') ($) -F(') ('

> .$

/$)

#R

2

计算最后列前先接收后一节点的首列数据
2

R

#((') (M) - .?(') (M) 1?(') (M)R! ( (') (M/$)
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一个1(+.ED程序可以抽象成为一个或多个顺序

执行或嵌套执行的 C",子程序
($!)

"因此"对于 EDP与

1(+.ED混合的 G7:D并行算法实现"需在 G7:D的

EDP并行算法的基础上添加 1(+.ED线程级并行的制

导控制编译语句"即在上述 G7:D的 EDP并行算法的

第!!#步中的执行循环体*C",+72L M-M>$ *" M>' A" 的

前面添加9(,7/'7"'( (7,7##+#C",(,0J7*+!3#"即*

9 (,7/'7"'( (7,7##+#C",(,0J7*+!3#

C",+72L M-M>$ *" M>' A"

3

+.AA"

并将此循环体作为 1(+.E( 多线程并行语句块提供

调用即可$

))



####### 计#算#机#工#程 "%$& 年 $% 月 $, 日

%*数值实验

%/!*实验环境

实验环境由 , 个节点'每个节点 " 个 P.*+#<+".

-,4"&,% 的 &DF')& G:内存'T+AL7*N0.)B&$' <&!

操作系统和 G224!$*$$ 与 EDP&=" 编译与并行计算

的集群环境构成$

%/&*实验结果及分析

以美国佛罗里达大学的稀疏矩阵集!FH/+*#

($,)

作为实验数据构造 EDP程序"在每个节点上执行

! 个进程"而对应于 EDP与 1(+.E( 程序则在每个

节点上各创建一个进程"每个进程内包含 ! 个线程"

通过这样的设置"可以对两种算法环境中的并行程

序的运行加速比及性能进行比较$

图 "'图 ' 给出了该集群系统上EDP算法和EDP

与 1(+.ED多级混合算法在节点个数不同的环境下

!总节点数为 $' 个#的加速比比较曲线$ 从图 " 中

可看出"当节点数小于 & 时"由于节点个数少通信开

销小延迟时间短"EDP与 1(+.ED的混合并行程序

性能低于 EDP并行程序的性能&从图 ' 中可看出"当

节点数大于 & 时"EDP与 1(+.ED的混合并行算法

的性能才优于 EDP并行程序的性能"同时"随着节点

数的增加"通信开销不断加大"EDP与 1(+.ED的混

合并行算法的性能明显优于 EDP并行算法的性能$

图 &*节点数小于 ( 时的加速比曲线比较

图 $*节点数大于 ( 时的加速比曲线比较

##由此可见"EDP与 1(+.ED混合并行算法比单

纯的 EDP算法具有更好的加速比和可扩展性"并且

随着系统带宽'线程数的增加'进程间的通信减少"

EDP与 1(+.ED混合并行算法的优势更加明显$

)*结束语

##在给出三对角线性方程组求解的 G7:D优化算

法基础上"本文应用多粒度 EDP与 1(+.ED混合编

程模型实现了大规模三对角线性方程组求解的

G7:D并行算法$ 实验结果表明"该算法在分布式共

享存储系统中比 EDP编程的 G7:D并行算法具有更

好的性能"能够更充分地发挥集群系统在大规模三

对角线性方程组求解应用中的运算能力$
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