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"*概述

有限域上置换多项式被广泛应用于密码学&编

码理论&组合设计等领域# 在密码学中%高级加密标

准!G:NE.;+: -.;,O(*0". 1*E.:E,:%G-1"的 1盒利用

有限域上的置换 $

-'

进行设计
(')

%置换多项式及其逆

置换多项式可用来构造密钥交换协议
(%)

及差分均匀

度较低的密码函数
(,6!)

# 在编码理论和组合设计中%

特殊 A0;9K". 置换多项式可用来构造新类型的 K9+L

JE:E'E,: 差集
(")

%有限域上置换多项式还可构造循

环码
(*)

&正交拉丁方
((6))

等#

关于有限域上置换多项式的研究较多
($6'&)

%但

仍有问题尚未解决
($6'&)

# 例如%置换二项式的完全

刻画问题未得到解决%寻找有效算法计算已知置换

多项式的逆置换多项式依然是一个开放性问题# 因

此%构造新类型的置换多项式具有重要的研究价值#

本文阐述利用 GHU!G92E,O6H70";E6UE./"准

则和分段方法构造置换多项式的研究现状%介绍有

限域上置换多项式的逆置换多项式%并展望下一步

研究工作#

!*置换多项式的定义

从有限域到自身的每个函数都可用多项式表

示%因此在有限域上只考虑多项式函数# 设 "!$"是
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系数在有限域 H4! V"上的多项式%若其导出的映射

"*&

!

"!&"是 H4! V"的置换%则称 "!$"为 H4! V"的

置换多项式#

国内外学者对有限域上置换多项式进行了较多

研究# 文献('')总结了 '$), 年之前有限域上置换

多项式的主要成果# 文献('%6',)介绍了有限域上

置换多项式的 J+,'0*+准则&计数与分布&群结构及

其构造方法#

&*+M\ 准则

文献('!)推导出 "!$" /$

8

%!$

! V -'" IL

"是 H4! V"

的置换多项式的充要条件# 文献('")用群置换的方

法将 "!$"是否置换 H4! V"的问题转化为 Q !$" /

$

8

% !$"

! V -'" IL

是否置换 H4! V"中所有 L 次单位根组

成的群 >!L"问题#

定理 !#设 L&5&8均是正整数且 L5/V -'# 对

任意 %!$"

+

H4!V"($)%"!$" /$

8

%!$

5

"是 H4! V"的置

换多 项 式 当 且 仅 当 ! 8% 5" /'% $

8

% !$"

5

置

换>!L"

('"6'*)

#

定理 &!GHU 准则
('()

" 设 ;&-& -

-

是有限集合

且 - 和 -

-

中元素个数相等%"&

-

-

&

-

&Q 是图 ' 中相应

集合之间的映射# 若
-

-

?

"/Q

?-

%则 "置换 ;当且仅

当 Q 是从 - 到 -

-

的双射%且对任意 5

+

-%映射 "在

-

-'

!5"上均是单射# 其中%

?

表示函数复合运算#

图 !*+M\ 准则交换示意图

##上述定理将 "是否置换 ;的问题转化为 Q 是否

是从 - 到 -

-

的双射的问题# 文献 ('%)称上述思想

为 GHU 准则# 该准则为构造置换多项式提供了一

个非常重要的方法# 该准则可应用到剩余类环和有

限域等集合# 在定理 % 中取
-

!$" /

-

-

!$" /$

5

即可

得到定理 '#

文献(')6'$)利用 GHU 准则重点研究了形如

"!$" /Q !N!$"" 0

*

!@

(

!$" 0

%

(

" %

(

!N!$"" 和

"!$" /Q!$"%!

#

!$""的置换多项式# 文献(%&)利用

GHU 准则构造形如
-

$0

$

Q!$

2

:

-

$

2

:

-'

$".8

:

3

!$"的

置换多项式# 文献 ( %' ) 运用 GHU 准则构造了

H4!V

%

"上形如 !$

V

-'$0&"

! V

%

-'" IL 0'

0'$的置换多

项式%其中 L

+

1 %% ,% !% * 2 且 L 整除 V

%

-'# 文

献(%%)推 导 出 ! <$

V

0'$0&"

8

)

!! <$

V

0'$0

&"

! V

%

-'" IL

" 0/$

V

0K$是 H4! V

%

"上置换多项式的充

要条件%其中 <&'&&&/&K

+

H4!V

%

"%8是任意正整数%

L 是 V

%

-' 的任意正因子%

)

!$"是系数在 H4! V

%

"上

的任意多项式# 文献(%,)构造了特殊的交换图%进

而利用 GHU 准则得到 H4! V

%

"上形如 $

8

%!$

V -'

"的

置换多项式%将其结果统一并应用到已知的置换三

项式#

综上%GHU准则是构造置换多项式的重要方法%

但是该准则也有一定的局限# 如图 ' 所示%给定一般

的 ;和 "%如何构造
-

-

&

-

&Q 使图 ' 可交换是一个非常

困难的问题%目前还没有构造交换图的通用方法#

$*分段方法

分段构造置换多项式思想是将有限域 H4!V"划

分成互不相交的三段*H4! V" /1&2

&

S

'

&

S

%

%其中

S

'

是 H4!V"中非零平方元的集合%S

%

是非平方元

的集合# 当 $

+

S

'

时%$

! V -'" I%

/''当 $

+

S

%

时%

$

! V -'" I%

/-'# 因此 "!$" /$

! V 0'" I%

0<$可写成*

"!$" /

&%$/&

"

'

!$" /!< 0'"$%$

+

S

'

"

%

!$" /!< -'"$%$

+

S

{
%

显然%"

'

!$"在S

'

是单射%"

%

!$"在S

%

也是单射#

若 < 0' 和 < -' 同时属于 S

'

或 S

%

%则集合 "

'

!S

'

"

和 "

%

!S

%

"的交集为空集# 此时 { }& &"

'

!S

'

"&"

%

!S

%

"

构成 B!!V"的一个划分%因此可得到如下定理*

定理 $#设 V 是奇素数的方幂%<

+

H4!V"%则多

项式 "!$" /$

! V 0'" I%

0<$是 H4! V"的置换多项式当

且仅当!<

%

-'"

! V -'" I%

/'#

文献(()推导出多项式 $

! V 0'" IL

0<$置换H4!V"

的充要条件%其中 L 是 V -' 的任意正因子# 文

献(%!)用分段方法证明了 ,+N+,K+: A0;9K". 多项式

S

,

%3

0"

!'%$"是 H4!,

%3

"上的置换多项式# 文献(%")

研究 H4!2

3

"上形如!$

2

:

-$0&"

! 2

3

-'" I% 0'

0$

2

:

0$的

置换多项式# 当 3 /%:时%文献(%*)将 ! 2

%:

-'" I%

推广到!2

%:

-' " I,# 文献 ('$ )将上述结果进行改

进%并用分段方法证明了定理 !#

定理 %#设 2 是奇素数%<%'%&

+

H4!2

3

"%'

-

:P

3%则"!$" /!<$

2

:

-'$0&"

!2

3

0'"I%

0<$

2

:

0'$是H4!2

3

"

的置换多项式当且仅当 <' 是非零的平方元#

文献(%()在研究广义割圆映射置换时证明了定

理 "#

定理 K#设 L%5%8

&

%8

'

%.%8

L -'

是正整数且 L5/

V -'%

$

是 H4!V"的本原元%

*

/

$

5

%<

&

%<

'

%.%<

L -'

+

H4!V"

)

# 则"!$" /!'IL"

*

L -'

(/&

<

(

$

8

(

*

L -'

F/&

!$

5

I

*

(

"

F

是H4!V"

的置换多项式当且仅当!8

(

%5" /' !&

-

(

-

L -'"且

1#"/

$

<

(

0(8

(

*(/&%'%.%L -'2是模 L 的完全剩余系#

文献(%)6%$)总结了分段构造置换多项式的思

想# 下文定理用有限域的语言描述该思想#

定理 L#设S

'

%S

%

%.%S

1

是H4!V"的一个划分%

"

'

!$"%"

%

!$"%.%"

1

!$"

+

H4! V" ($)%"!$" /

*

"

(

!$"

O

S

(

!$"%其中%O

S

(

!$"是 S

(

的特征函数%即当$

+

S

(

时%

"%'
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O

S

(

!$" /''当 $

@

S

(

时%O

S

(

!$" /&%则 "!$"是 B!!V"

的置换多项式%当且仅当每个"

(

!$"在S

(

上都是单射%

且 "

'

!S

'

"%"

%

!S

%

"%.%"

1

!S

1

"互不相交#

在定理 * 中%当 $

+

S

(

时%"!$" /"

(

!$"%说明

"!$"是由片函数 "

(

!$"构成的分段多项式函数# 根

据上述定理%分段构造置换多项式可分为如下 ! 步*

'"把 H4! V" 分成若干互不相交的子集 S

'

%

S

%

%.%S

1

#

%"系数在 H4! V"上的任意多项式 "!$"都可写

成分段的形式%即*

"!$" /

"

'

!$"%$

+

S

'

"

%

!$"%$

+

S

%

6

"

1

!$"%$

+

S










1

,"研究 "

(

!$"在对应子集 S

(

上的置换性质#

!""!$"是H4!V"的置换多项式当且仅当 "

'

!S

'

"%

"

%

!S

%

"%.%"

1

!S

1

"是 H4!V"的一个划分#

虽然分段构造置换多项式的思想比较简单%但

是对于一些特殊情况确实非常有效#

%*逆置换多项式

设 "!$"是 H4!V"的置换多项式%则存在一个系

数在 H4!V"的多项式 "

-'

!$"使得 "

-'

!"!9"" /9对

任意 9

+

H4!V"均成立%称 "

-'

!$"是 "!$"在 H4! V"

上的逆置换多项式%简称逆置换# 给定 "!$"%当 V 较

小时%可用如下拉格朗日插值公式计算其逆置换*

"

-'

!$" /

*

&

+

B!! V"

&!' -!$-"!&""

V -'

"

这是一个逐点求逆的方法# 当 V 较大时%该方

法不可行%因为计算量大# 事实上%求有限域上的置

换多项式的逆置换非常困难
('")

# 因此相关研究较

少%关于多项式的递置换描述如下*

'"线性多项式# 设 <%'

+

H4!V"且 <

,

&%则 <$0'

是 B!!V"的置换多项式%其逆置换为!$-'" I<#

%"单项式# $

1

是 H4!V"的置换多项式当且仅当

!1%V -'" /'%逆置换为 $

3

%其中%13

A

'!'":V -'"#

,"A0;9K". 多项式# 设 < /T' 且13

A

'!'":V

%

-

'"%则第一类A0;9K". 多项式S

1

!$%<"是H4!V"的置换

多项式%其逆置换为S

3

!$%<"#

!"形如 $

8

%!$

! V -'" IL

"的多项式# 文献(,&)给出

$

8

%!$

! V -'" IL

"在 H4!V"上的逆置换的系数表达式#

""线性化多项式# 文献(,')利用 A0;9K". 矩阵

第一列元素的代数余子式构造了有限域上线性化置

换多项式的逆置换#

*"双线性多项式# 两个线性化多项式的乘积是

双线性多项式# 文献(,%)构造了双线性置换多项式

$!.8

V

3

IV

!$" 0<$"在 H4! V

3

"上的逆置换# 在此基础

上%文献 (,,)将 H4! V

3

"分解成两个子空间的直和

H4!V"

.

9+,!.8"%然后计算两个相关函数在这两个

子空间上的逆%利用这两个逆推导出原置换在

H4!V

3

"上的逆置换# 文献(,!)构造了置换 "!$" /

%!

/

!$""

)

!$" 0Q!

/

!$""在 H4! V

3

"上的逆置换#

文献(,"6,*)将分段方法和求逆置换结合起来%提出

用分段方法构造逆置换的思想#

定理 )#设 S

'

%S

%

%.%S

1

是 H4! V"的一个划

分%"

'

!$"%"

%

!$"%.%"

1

!$"

+

H4! V" ($)%"!$" /

*

"

(

!$"O

S

(

!$"# 若 "!$"是 H4! V"的置换多项式%则

其逆置换多项式为*

"

-'

!$" /

*

"

(

-'

!$"O

"

(

!S

(

"

!$"

其中%"

(

-'

!$"是 "

(

!$"在 S

(

的逆函数%O

"

(

!S

(

"

!$"是

"

(

!S

(

"的特征函数#

定理 ( 描述了定理 * 中置换多项式的逆置换多

项式的抽象表达式# 定理 ( 将计算逆置换多项式

"

-'

!$"的问题转化为另一个问题*求若干个片函数

"

(

!$"的逆函数 "

(

-'

!$"和若干个像集合 "

(

!S

(

"的特

征函数 O

"

(

!S

(

"

!$"# 一般情况下%该问题也是一个困

难问题# 但是%当片函数比较简单时%第 % 个问题通

常容易解决# 根据上述思路%文献(,"6,*)构造了已

知置换的逆置换多项式%下文列出主要定理#

定理 '#设 L&5&V&8

(

&<

(

&

$

&

*

&"!$"如定理 " 所

定义# 若 "!$"是 H4!V"的置换多项式%则有*

"

-'

!$" /!'IL"

*

L -'

(/&

*

(#

(

!$I<

(

"

8

.

(

*

L -'

F/&

!$

5

I<

(

5

*

(8

(

"

F

其中%8

.

(

&#

(

+

Y满足 '

-

8

.

(

P5且 8

(

8

.

(

05#

(

/'#

定理 ) 给出定理 " 中置换多项式的逆置换多项

式的简明表达式# 在定理 ) 中取 <

(

/%!

*

(

"且8

(

/8%

可得到定理 ' 中 "!$"的逆置换多项式#

定理 (#设 L&5&8均是正整数且 L5/V -'# 对任

意 %!$"

+

H4!V"($)%设"!$" /$

8

%!$

5

"是 H4!V"的置

换多项式%则"!$"在H4!V"上的逆置换多项式为*

"

-'

!$" /!'IL"

*

L -'

(/&

*

L -'

F/&

*

(!#-F8"

!$I%!

*

(

""

8

.

0F5

其中%8

.

%#

+

Y满足 '

-

8

.

P5且 88

.

05#/'#

在定理 $ 中取 L /%%8/'%V 是奇数%%!$" /$0

<%可得到定理 , 中 "!$"的逆置换多项式#

定理 !"#设 V 是奇数%"!$" /$

! V 0'" I%

0<$是

H4!V" 的 置 换 多 项 式# 若 !< 0'"

! V -'" I%

/

!< -'"

! V -'" I%

/-'%则有*

"

-'

!$" /!<

%

-'"

-'

!<$0$

! V 0'" I%

"

若!< 0'"

! V -'" I%

/!< -'"

! V -'" I%

/'%则*

"

-'

!$" /!<

%

-'"

-'

!<$-$

! V 0'" I%

"

文献(,")给出定理 ! 中 "!$"的逆置换多项式#

定理 !!#设 <&'&&&2&:&3&"!$"如定理 ! 所定

义# 若 "!$"是 H4!V"的置换多项式%则*

"

-'

!$" /

'

%

!/!$" 0K!$"" -

'

%

<

! 2

3

-'" I%

!/!$" -K!$""

! 2

3

0'" I%

其中%/!$" /!$0&"I%'%K!$" /!!$-&"I%<"

2
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第 !" 卷#第 $ 期 郑彦斌%易宗向*有限域上置换多项式的研究进展 ##

K*结束语

##本文研究了有限域上置换多项式的进展%并阐

述了构造有限域上置换多项式的 GHU 准则和分段

方法%对置换多项式的逆置换进行分析与总结# 目

前%该领域的研究已经取得一定的成果%但仍存在一

些问题%如 GHU 准则中交换图的构造&寻找计算已

知置换的逆置换的有效算法%以及低次数置换多项

式的分类&R+N+,K+A0;9K". 置换多项式的完全刻画

等# 下一步将对以上问题进行深入研究与分析#
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