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摘摘摘摘  要要要要：：：：半拉格朗日方法在欧拉模型的液体与烟雾模拟中，因均值运算过多而存在数值粘性的问题，且表面提取算法会抹平液体表面的细
节。为此，提出一种稳定且维护细节的液体与烟雾模拟算法。采用精确的数值方法求解对流项，在流体的边界及内部分布隐式的无质量粒
子，利用简单的插值策略以及粒子和网格的双向影响，保证数值的稳定性，减少数值粘性，并结合基于显式曲面机制的表面追踪方法来实
现丰富的视觉效果。实验结果证明该算法具有维护细节的能力。 
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1  概述概述概述概述 
基于物理的流体模拟能体现更符合真实物理状况的流体

形变及流体与其他介质的作用，因此，它在 CG 动画、视频
游戏、自然灾害模拟中有重要的应用价值，一直是图形学领
域的研究热点。在图形学领域基于物理的流体模拟的大部分
知识与经验都来源于计算流体动力学 (Computational Fluid 

Dynamics, CFD)。其目标是精确地计算各个时刻每个采样点
处流场变量的数值，而在图形学领域中，追求的是在高效率
下保持好的视觉效果，但求解可能不精确符合真实的物理状
况。流体控制方程 Navier-Stokes(N-S)方程提供了一个原理性
的求解模型，该领域的多数文献都是针对于如何快速、稳定
地求解 N-S方程的。 

流体模拟领域有两大主流方法[1]：(1)欧拉法，即将空间
离散为网格，在每个网格的若干固定位置上采样各流场变量，
通过求解 N-S方程得到在这些固定的网格位置上的每一时刻
的变量数值，然后对这些采样点的数值进行插值计算来决定
任意位置的流场属性。(2)拉格朗日法，也称粒子法，通常采
用 SPH(Smoothed Particle Hydrodynamics)模型。该方法用有
质量的粒子为流体建模，追踪每个粒子的受力，再用牛顿定
律来搬运粒子。   

SPH 和欧拉模型各有优缺点，如欧拉法易于形成平滑的
表面而 SPH易于体现飞溅等小的细节。本文的研究着眼于欧

拉模型，通过对自由表面追踪策略和对流项求解方法的改进
减少速度场的数值粘性，并体现更丰富的表面视觉效果。 

2  流体控制方程流体控制方程流体控制方程流体控制方程及数值方法及数值方法及数值方法及数值方法 
2.1  N-S方程方程方程方程 

无论液体还是烟雾，它们的控制方程都是不同形式的
N-S方程： 

1 1
p

t
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ρ ρ

∂
= − ⋅∇ − ∇ + ∇⋅ +

∂
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V V τ F                 (1) 

    0∇⋅ =V                                     (2) 

其中，向量场 V表示流体速度场，它的 3个分量 Vx、Vy、Vz

分别表示沿 3 个坐标轴正方向的标量值；ρ 为流体密度；     

p 为流体内部压力；µ 表示动态粘性系数；向量 F 表示体积
力(比如液体的重力、烟雾的浮力)产生的加速度；τ表示粘性
应力张量；∇表示梯度算子即(∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)；∇·表示
散度算子。式(1)为动量方程，描述了流体的动量守恒；式(2)

规定了流体的不可压缩性，即速度场在任意位置散度为 0。 

本文的模拟对象针对无粘流，旨在稳定且有效地降低流
体的数值粘性，使流体尽可能呈现出理想的无粘流所表现的
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飞溅(液体)、漩涡(烟雾)等细节效果。因此，本文忽略动量方
程中的粘性项。 

2.2  数值方法数值方法数值方法数值方法总体分析总体分析总体分析总体分析 
文献[2]使用算子分割的数值方法来求解动量方程，并引

入了半拉格朗日方法(Semi-Lagrangian Method, SLM)来求解
对流项。以文献[2-3]中的经典框架算法为例，假设速度场 Vn

为第 n 时刻的求解结果，若要求解第 n+1 个时刻的速度场
Vn+1，则算法依次求解对流项－V·∇V、体积力项 F来更新当
前速度场，最后求解压力项－∇p/ρ，利用压力场 pn+1将当前
的速度场 V*投影为零散度的速度场，即下一时刻的速度场
Vn+1，该过程如下： 

(1)求解对流项： * ( )nadvect=V V ；  

(2)添加体积力加速度： * t+ = ∆V F ； 

(3)求解 n+1时刻的压力值： 1 *( )np Project+ = V ； 

(4)求解 n+1时刻的速度场： 1 * 1n nt
p

ρ
+ +∆
= − ∇V V 。

  
本文用标准的中央差分来离散控制方程。然而，对流项

－V·∇V 的显式离散式的雅可比矩阵的特征值全为虚数，所
以直接推进求解的方法会导致数值膨胀。虽然可以将对流项
离散为流量守恒形式的差分方程来保证数值的稳定性，但这
种方法受到严格的时间步长约束。因此，文献[2]引入 SLM，
使对流项的求解允许较大的时间步长，但它因均值运算过多，
极易导致数值耗散，使得流体获得额外的人工粘性，大幅抹
平了高频细节，这在烟雾模拟中最为明显，使得烟雾中常见
的漩涡现象消失。 

文献[4]通过高阶插值的方法来锐化 SLM 达到减少数值
粘性的目的。文献[5]通过添加额外的力场的方法来恢复一些
被抹平的细节。但本文的算法采用了更加简单有效的策略，
使最终效果呈现出更低的粘性。本文的改进之处在于： 

(1)使用显式的流体表面追踪方法； 

(2)在流体域分布隐式的无质量粒子，利用粒子携带的速
度信息来求解对流项，达到降低数值耗散的目的。 

3  流场配置及液体的自由表面追踪流场配置及液体的自由表面追踪流场配置及液体的自由表面追踪流场配置及液体的自由表面追踪 
3.1  流场流场流场流场配置配置配置配置 

本文使用的依然是使用规则的交错网格来离散流场，即
在每个单元格的中心采样压力，在 3 个面心处采样速度分量
Vx、Vy、Vz，如图 1(a)所示[2]。借用图形学体渲染领域的术语，
每一个单元格可称为一个体素，对每个体素使用三维下标来
作为位置索引。初始化流场时还需要在每个单元格内生成粒
子。本文在每个体素内生成 8 个粒子，每个子单元内生成    

1个，如图 1(b)所示。 

         

 (a)交错单元配置         (b)8 个子格内的随机位置粒子 

图图图图 1  网格配置示意图网格配置示意图网格配置示意图网格配置示意图 

单个粒子的数据结构如下： 

typedef struct particle 

{ 

//Vec3f 为之前定义的三维向量结构 

Vec3f  Pos; //粒子位置 

Vec3f  velInfo; //粒子携带的速度信息 Vp 

…   //粒子携带的其他信息，如纹理、温度、密度等 

float  radius; //粒子半径 

} particle; 

在液体模拟中，粒子的半径是可变的，其值为 Pos 到自
由界面的距离 [6-7]，且最大值为 0.5△x(设△x 为单元格的边
长)，最小值为 0.1△x。 

3.2  基于显式曲面机制的自由界面追踪基于显式曲面机制的自由界面追踪基于显式曲面机制的自由界面追踪基于显式曲面机制的自由界面追踪 
为了可视化流场，烟雾需要密度场数据，而液体则需要

抽取用三角形带表示的自由界面[8-9]。在大多数的流体模拟的
文献里，液体的自由界面都是通过隐式曲面来表示的，即通
过在网格上定义有向距离场来估算自由界面的位置，然后通
过求解 LevelSet方程来更新自由曲面[10]。而可视化时，一般
用 MarchingCube 算法根据当前网格的距离场数据来抽取出
显式的三角形带，然后渲染三角形带即可[11]。但限于计算网
格的分辨率，求解 LevelSet方程时会产生相应规模的数值误
差，虽然这些误差可以通过 Particle Level Set算法[6]来进一步
修正，但之后的 MarchingCube 过程仍然会进一步造成细节的
丢失。因为 MarchingCube算法在某一条单元格的边上最多计
算一个交点，而且是通过线性插值来估算，实际上自由界面
完全可以和一条边有多个交点。 

本文使用的自由界面追踪方法是基于显式曲面的，即直
接用显式定义的三角形带来表示自由界面，在对流过程中，
每个三角形的顶点都根据当前的速度场移动。因此，三角形
带的拓扑结构是不断变化的，与 MarchingCube算法抽取的三
角形带相比，显式曲面能更好地为飞溅这种小规模细节建模，
并且比隐式曲面更易于体现更丰富的几何特征尤其是尖锐的
波浪。然而，三角带的重构过程比之求解 LevelSet 方程要更
加困难复杂，但有一个非常实用的工具——El ToPo，可以高
效地处理三角形带的平流及重构[12]。因此，本文使用 El ToPo

来追踪自由界面。 

4  改进的对流项求解改进的对流项求解改进的对流项求解改进的对流项求解 
本文用粒子来求解对流项，由于采用了显式曲面来追踪

表面，粒子在本算法的作用仅仅是减少数值粘性，并不参与
自由表面的重构过程。因此，本算法中的粒子可看作是一种
隐式粒子。 

根据当前的速度场来移动粒子，粒子的移动速度可通过
周围相应的网格采样点处的速度进行三线性插值来计算，三
线性插值示意图如图 2 所示，其中，控制点为周围的 8 个网
格顶点。 

 

图图图图 2  三线性插值示意三线性插值示意三线性插值示意三线性插值示意图图图图  

当移动粒子时，本文使用二阶 Runga Kutta 时间积分  

法[2]。对于每个粒子，根据其平流后的位置，将粒子携带的
各个信息按距离权值来将其贡献累加到附近的网格点上。以
任一粒子 P 携带的速度信息 Vp为例，对周围任意一网格点 X
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而言，要计算粒子 P对 X 的速度值的贡献，则 P的权重与 P

到 X的距离 d相关。因此，X点的速度值计算方式如下： 

1 1

( ) ( ) ( )
n n

i i i
i i

V X R d Vp R d
= =

= − −∑ ∑  

其中，n 代表以 X 为中心；半径为 R 的包围球内的粒子的数
量。因此，对粒子 P 的权值的计算可以看作是一种线性衰减
函数，即距离越远，P 对 X 的影响越小。这里本文将半径 R

的值设为 1.2△x以提高计算效率。 

注意：粒子携带的速度信息 Vp 与粒子本身的速度并不
相等，前者用于更新各个网格点的速度，后者决定粒子自身
的运动。 

在平流粒子之前，需要先平流液体的自由界面，而对于
烟雾而言，需要平流烟雾的温度 T 与浓度 S，因为 T 与 S 决
定了烟雾所受的浮力，有： 

0

0

T
T

t

S
S

t

∂
+ ⋅∇ =

∂

∂
+ ⋅∇ =

∂

V

V

 

buoy amb( )f S T Tα β= − + −  

其中，fbuoy为浮力；α 与 β 为大于 0 的自定义常量； ambT 为
环境温度。求解完对流项后，将当前的速度场保存为 Vsave。 

5  压力的求解压力的求解压力的求解压力的求解 
求解压力的主要目的有 2个： 

(1)保证流体的不可压缩性，即质量守恒； 

(2)满足自由界面处及流体-固体界面处的边界条件。 

因此，对于任何一个单元的压力采样点(即单元中心)，
需要满足方程：  

1 *( )nt
p

ρ
+∆

∇⋅ ∇ = ∇ ⋅V  

所有的方程将联立为一个稀疏的线性系统，采用矩阵的
表示方法，如果用 G来表示用中央差分来离散的梯度算子矩
阵，用 D来表示相应的散度算子矩阵，则线性系统可表示为： 

*ˆˆ =DGp DV  

其中， p̂ 表示所有的压力点组成的向量； *V̂ 表示相应的所有
的存储于各个面心处的中间速度组成的向量。如果不考虑边
界条件，即将所有单元看作流体单元，则从中央差分的形式
可以看出 D其实是 G的负转置，即 D=－GT。系数矩阵 DG=

－GTG，因此，该系数矩阵是一个标准的二次型。 

如果考虑边界条件。首先看流体-固体处的边界条件，该
条件要求流体不能流入固体，即边界处流场速度与固体在法
线(可由表示固体的三角形带计算)方向上保持相同。本文使
用同文献[2]相同的方法，即在与固体边界相交的单元的面心
处直接用固体法向速度的各分量来设定 Vn+1。 

对于自由界面处的边界条件，可认为自由界面上的压力
值为 Pair，而空气域内属性值可看作流体域的连续延伸，且
为线性的延伸[13]。例如，2 个压力点 Pi,j,k和 Pi+1,j,k, 若 Pi,j,k

处于流体域而 Pi+1,j,k处于空气域，则 Pi,j,k与 Pi+1,j,k满足线性
关系： 

air

1, , , ,

, ,

, , 1, ,
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i j k i j k

i j k
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其中，函数 d(X)表示点 X 到自由界面的距离。由于是显式曲
面，可以通过求到最近的三角形的距离来计算 d，因此离散
位于 Pi,j,k与 Pi+1,j,k中点处的梯度∇p时，将上式代入就可以将

消去 Pi+1,j,k： 

1, , , , , ,

air

i j k i j k i j kp p p p
p

x xθ

+ − −
∇ = =

∆ ∆
 

将上式代入到 G中对应的矩阵行中，得到的矩阵依然是
二次型的形式，具体而言就是常系数泊松方程。求解泊松方
程，最高效的方法是带预处理的共轭梯度算法(Preconditioned 

conjugate gradient, PCG)， 通常可以在 10个迭代步内求得较
为精确的数值解。求解 n+1时刻的压力后，计算 n+1时刻的
速度场： 

1 * 1n nt
p

ρ
+ +∆
= − ∇V V  

然后，更新粒子的信息。其中，对于烟雾的温度、浓度
这些属性，可以直接用周围网格点的值插值计算。而对于粒
子携带的速度信息 Vp，算法不对其直接更新，而是更新 Vp

的增量，及先计算周围网格点的速度的增量：△V=Vn+1－
Vsave，然后将△V插值到粒子的位置，作为 Vp的增量。 

SLM与本算法在物理原理上是相同的，即流场中某一空
间位置处的物理信息来自其上游。SLM方法相当于假设上游
处恰好有一个粒子在△t时间后经过当前待求解的网格点，且
该粒子的值由周围的网格点的值来决定，插值模板为三线性
模板；类似的，本文算法相当于若干上游的粒子在△t时间后
到达以待求网格点为球心 R 为半径的球形区域内，这些粒子
携带的信息一起决定了该网格点的值。本文算法的粒子线性
插值模板如图 3所示。 

X"

X

 

图图图图 3  本文算法的本文算法的本文算法的本文算法的粒子粒子粒子粒子线性插值模板线性插值模板线性插值模板线性插值模板 

相对于 SLM方法，本文算法大幅地减少了速度场数值粘
性，且具有同等的数值稳定性。原理在于：  

(1)该方法基于实际的物理信息由粒子携带这个事实，且
网格与粒子速度的相互制约保证了数值的稳定。 

(2)数值粘性源于插值运算，插值运算可看作一种平滑操
作。在最后更新粒子的 Vp 时，被平滑的不是 Vp 本身而是
Vp的增量，这就等于间接地提高了 Vp的误差的阶，因此数
值粘性被抑制。 

注意：在真实的物理情况中，烟雾的温度 T、浓度 S 在
平流时相当于一种耗散过程。因此，更新粒子信息直接平滑
T与 S就相当于通过数值方法完成了这个耗散的物理过程。 

6  实验结果实验结果实验结果实验结果与分析与分析与分析与分析 
本文的实验环境为 WindowsXP，开发环境为 Microsoft 

Visual Studio2005，平台配置为 Intel 2.83 GHz 4 Core CPU，  

2 GB 内存，NVIDIA Geforce 9800GT 显卡。渲染工作通过输
出的隐式平面数据传送给渲染器来完成，渲染器为 sprites和
pixie。图 4 展示了一个二维小规模波浪场景以观察不同算法
对耗散的抑制，帧率为 40帧/s。可以看出，本文算法的数值
耗散更低，对波形的尖锐度、飞溅等细节体现得更好。 
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(a)SLM 算法模拟结果             (b)本文算法模拟结果 

图图图图 4  SLM算法算法算法算法与本与本与本与本文文文文算法在数值粘性上的对比算法在数值粘性上的对比算法在数值粘性上的对比算法在数值粘性上的对比 

液体与烟雾的模拟截图如图 5 所示，所模拟的场景的分
辨率为 100×90×80，速度为 170 s/帧。图 5的渲染都应用了
体绘制技术[14]，从图 5(b)可以看到，用显式表面的自由界面
追踪方法配合低数值粘性的对流项求解方法使得液体的表面
呈现出复杂的拓补变化，且可以在自由界面附近成功地解析
比较稀薄的水层。从图 5(c)可以看到，本文的算法可以较好地
保持速度场的旋度，并且本文的算法没有添加额外力场或求
解旋度方程，烟雾中的较大的漩涡得益于本文的对流项算法，
而小规模漩涡则得益于算法在大漩涡附近添加的简单噪声 

模型。 

   

(a)第 30 帧液体模拟 

 

. (b)第 50 帧液体模拟 

  

(c)第 50 帧烟雾模拟 

 

(d)第 70 帧烟雾模拟 

图图图图 5  液体与烟雾的模拟截图液体与烟雾的模拟截图液体与烟雾的模拟截图液体与烟雾的模拟截图 

7  结束语结束语结束语结束语 
本文利用粒子携带的速度信息求解对流项，采用简单的

插值策略达到了降低数值粘性的目的，同时结合显式的自由
表面机制得到了精良的视觉效果。但遍布流域的粒子会造成
计算及存储的负担加大，因此，还可以考虑将本文算法与
SLM方法耦合的策略，利用一些高阶插值方法或通过改进网
格配置进一步减少数值粘性，这是下一步的研究方向。 
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