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摘摘摘摘  要要要要：：：：对于一致决策表，现有基于相对粒度、相对划分粒度、知识量和同可区分度的属性约简与分别代数约简是等价的，但对于不一致
决策表，它们与代数约简并不等价。为此，针对不一致决策表，建立相对粒度与新条件信息熵、知识量和同可区分度之间的线性关系，从
而得出结论：现有基于相对粒度、相对划分粒度、知识量和同可区分度的属性约简本质上仅与基于差别矩阵的 HU属性约简等价，并通过
设计一个不一致决策表验证该结论的正确性。 
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1  概述概述概述概述 
由于基于差别矩阵求决策表的属性约简方法 [1]需要构造

差别矩阵，从而大大降低算法的计算效率。在一段时间以来，
人们对它的研究仅集中在它与代数约简和条件信息商约简的
异同及改进上 [2]。近年来，随着国内外学者对粗糙集属性约
简研究的深入，提出各种不同的约简方法和概念，尤其对基
于粒度计算的属性方法研究，得到不少新的研究成果，如基
于相对粒度的属性约简、基于相对划分粒度的属性约简、基
于知识量的属性约简、基于同可区分度的属性约简等[3-6]。与
基于差别矩阵的约简方法相比，上述约简方法都是启发式约
简算法，具有较好的计算效率，但这些方法所得到的约简结
果到底是一种什么类型的约简，并未引起大家的注意和重视。
另一方面，文献[7]提出一种新条件信息熵及基于该条件信息
熵的属性约简，文献[8]对这种新条件信息熵进行研究，指出
基于差别矩阵的 HU 属性约简与基于新条件信息熵约简是等
价的。本文在文献[8]的基础上，通过理论分析，证明基于相
对粒度的属性约简、基于相对划分粒度的属性约简、基于知
识量的属性约简、基于同可区分度的属性约简本质上即是一
个基于差别矩阵的 HU属性约简。 

2  相关概念相关概念相关概念相关概念 
定义定义定义定义 1 决策表 , , ,S U V f C D=< >U 是一类特殊的信息系

统，其中，U 是一组对象的非空有限集合，称为论域；C 为
有限的条件属性集； D 为有限的决策属性集 C D = ∅I ；

a C aV V∈= U ， aV 为属性 a的值域； : ( )f U C D V× →U 是信息
函数，对U 上的任意属性集 B C D⊆ U ，定义不可分辨关系

2( ) {( , ) | , ( , ) ( , )}ind B x y U a B f x a f y a= ∈ ∀ ∈ = ，关系 ( )ind B 构
成U 的一个划分，记作 / ( )U ind B ，简记为 /U B。 /U B中的
任何元素 [ ] { | , ( , ) ( , )}Bx y a B f x a f y a= ∀ ∈ = 称为等价类。 

对于决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，文献[1]给出如下差别
矩阵定义。 

定义定义定义定义 2 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，定义 HU 差别
矩阵为 ( ) ( ( , ))H H n nS m i j ×=M ，其中，元素 ( , )Hm i j 定义如下，
i,j=1,2,…,n： 

{ : ( , ) ( , )}   ( , ) ( )
( , )

i j i j

H

a C f x a f x a x x ind D
m i j

∈ ≠ ∉
= 

∅                                              其他
 

定定定定义义义义 3 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U , ( )H S =M  

( ( , ))H n nm i j × 是 HU 差别矩阵，对任意的 P C⊆ ，如果满足：
(1)对任意的 ( , )H Hm i j∅ ≠ ∈M ，则有 ( , )HP m i j ≠ ∅I ；(2)对
任意的 b P∈ ， { }P b− 不满足(1)，则称 P 是 C 相对于 D 的基
于差别矩阵的 HU属性约简，简称为 HU属性约简。 
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针对决策表，梁吉业等提出一种新条件信息熵的计算公
式及基于该新条件信息熵的属性约简。 

定义定义定义定义 4[7] 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， P C⊆ ，

1 2/ { , , , }mU P P P P= L ， 1 2/ { , , , }rU D D D D= L ，那么 D相对于 P

的新条件熵 ( / )I D P 定义为： 

1 1

( / )

C
m r i ji j

i j

P DP D
I D P

U U= =
= ∑ ∑

II
 

其中， C

jD 表示 jD 的补集。 

定义定义定义定义 5 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，对条件属性集
P C⊆ ，如果有 ( / ) ( / )I D P I D C= ，且对任意的 P P′ ⊂ 有
( / ) ( / )I D P I D C′ ≠ ，则称 P为 C相对于 D的新条件信息熵属
性约简，简称为新条件信息熵约简。 

文献[8]证明了新条件信息熵随条件属性集合的增大而
减小，并证明了 HU属性约简与新条件信息熵约简是等价的，
即如定理 1。 

定理定理定理定理 1 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， P C⊆ ，那么
P 为 C 相对于 D 的 HU 属性约简当且仅当 P 为 C 相对于 D

的新条件信息熵约简。 

为刻画属性区分能力，文献[9]针对一般信息系统给出属
性集的知识粒度概念。 

定定定定义义义义 6 给定信息系统 , , ,S U V f A=< >，对任意属性集
P A⊆ ，记 1 2/ { , , , }mU P P P P= L ，则 P 的知识粒度 ( )GK P 定义为： 

2 2

1

( ) | | | |
m

i
i

GK P P U
=

= ∑  

定义定义定义定义 7[3] 给定信息系统 , , ,S U V f A=< >，对任意属性集
,P Q A⊆ ，则 Q关于 P的相对粒度 ( )PGK Q 定义为： 

( ) ( ) ( )PGK Q GK P GK P Q= − U  

其中， ( )GK P 和 ( )GK P QU 分别表示属性集 P 和 P QU 所对
应的知识粒度。 

定定定定义义义义 8[10] 给定信息系统 , , ,S U V f A=< >， P A⊆ ，记

1 2/ { , , , }mU P P P P= L ，称： 

1 1

( )
( )

1

m m
i

i i i
i i

P
P p P P P

UE P

U P

= =


=       ≠ ∅∑ ∑

= 
 +                               = ∅

 

为知识 P 的划分粒度。 

划分粒度 ( )E P 表示划分U 的综合颗粒大小。颗粒越大，
对应的知识粒度 ( )GK P 越大，不可区分能力越大，可区分能
力越小；反之，如果颗粒越小，则 ( )GK P 越小，区分能力越大。 

定义定义定义定义 9[10] 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， P C⊆ ，称： 

( ; ) ( ) ( )E P D E P E P D= − U  

为 P相对 D的相对划分粒度。 

定义定义定义定义 10[6] 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， ,P Q C⊆ ，

1 2/ { , , , }mU P P P P= L ，则 Q相对于 P的知识量 ( )PK Q 定义为： 

1 1
( )

( 1)

iSm
j j

i i i
i j

P

P P P

K Q
U U

= =
−∑ ∑

=
−

 

其中， 1 2/ { , , , }iSj

i i i i iP P Q P P P∈ = L ； i iS P Q= 表示 iP 在属性
集 Q上进一步细分所得到的等价类个数。 

定义定义定义定义 11[5] 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， P C⊆ ，记

1 2/ { , , , }mU P P P P= L ， 1 2/ { , , , }rU D D D D= L ， 1/( ) { ,U P D H∪ =  

2 , , }kH HL ，则 D和 P 的同可区分度 ( ; )DIS D P 定义为： 

22 2 2

1 1 1

( ; )
m r k

i j s
i j s

DIS D P U P D H
= = =

= − − +∑ ∑ ∑  

3  与与与与 HU 属性约简的等价性证明属性约简的等价性证明属性约简的等价性证明属性约简的等价性证明 
给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， P C⊆ ，那么条件信

息熵 ( / )I D P 与相对粒度 ( )PGK D 是等价的。 

定理定理定理定理 2 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， P C⊆ ，假设

1 2/ { , , , }mU P P P P= L , 1 2/ { , , , }rU D D D D= L ，那么 ( / )I D P =  

( )PGK D 。 

证明： 

1 1

1 1

1 1

2

2 2
1 1 1 1

( / )

( )

C
m r i ji j

i j

m r i j i j

i j

m r i j i i j

i j

m r m ri i j i j

i j i j

P DP D
I D P

U U

P D P D

U U

P D P P D

U U

P P D P D

U U

= =

= =

= =

= = = =

= =∑ ∑

−
                  =∑ ∑

−
                  ==∑ ∑

                  −∑ ∑ ∑ ∑

II

I

I I

I I

 

由于
1

r i j i

j

P D P

U U=
=∑

I
，因此： 

22

2 2
1 1 1

( / ) ( ) ( ) ( )
m m r i ji

P
i i j

P DP
I D P GK P GK P D GK D

U U= = =
= − = − =∑ ∑∑

I
U  

定理定理定理定理 3 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，设 P C⊆ ，

1 2/ { , , , }mU P P P P= L ，则 ( ; ) ( )PE P D U GK D= 。 

证明： 

( ; ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( )P

E P D E P E P D

U GK P GK P D U GK D

= − =

                 − =

U

U
 

定理定理定理定理 4 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， P C⊆ ，假设

1 2/ { , , , }mU P P P P= L ， 1 2/ { , , , }rU D D D D= L ，那么 ( )PK D 与
( )PGK D 有如下关系成立： 

( ) ( )
1

P P

U
K D GK D

U
=

−
 

证明：由于在 ( )PK D 中， /j

i iP P D∈ 是 iP 经决策属性 D 的
进一步细分，因此 iP 可表示成 i jP DI 的形式。从而有： 

1 1

2

1 1 1 1

( )

( )
( 1)

( 1) ( 1)

m r

i j i i j
i j

P

m r m ri i j i j

i j i j

P D P P D

K D
U U

P P D P D

U U U U

= =

= = = =

−∑ ∑
= =

−

               −∑ ∑ ∑ ∑
− −

I I

I I

 

由于
1

r i j i

j

P D P

U U=
=∑

I
，因此： 

2

1 1 1 1

22

1 1 1

( )
( 1) ( 1)

( )
( 1) ( 1) 1

m r m ri j i ji

P
i j i j

m m r i ji

P
i i j

P D P DP
K D

U U U U

P DP U
GK D

U U U U U

= = = =

= = =

= − =∑ ∑ ∑ ∑
− −

               − =∑ ∑ ∑
− − −

I I

I

 

定理定理定理定理 5 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ， P C⊆ ，那么
D和 P的同可区分度 ( ; )DIS D P 与它们的相对粒度 ( )PGK D 有
如下关系成立： 

2
( ; ) (1 ( ) ( ))PDIS D P U GK D GK D= − −  

证明：设 1 2/ { , , , }mU P P P P= L ， 1 2/ { , , , }rU D D D D= L ，

1 2/ { , , , }kU P D H H H∪ = L ，由于任意的 /sH U P D∈ U 可表示
成 i jP DI 的形式。因此： 



第 37卷  第 16期                                                                                           67 

 

曾凡智，黄国顺，文  翰：差别矩阵 HU属性约简的几种等价表示 

22 2 2

1 1 1

2 22 2

1 1 1 1

2 2 2 2

2

( ; )

( ) ( ) ( )

(1 ( ) ( ))

m r k

i j s
i j s

m r m r

i j i j
i j i j

P

DIS D P U P D H

U P D P D

U U GK P U GK D U GK P D

U GK D GK D

= = =

= = = =

= − − + =∑ ∑ ∑

                       − − + =∑ ∑ ∑ ∑

                       − − + =

                       − −

I

U

 

对于给定的决策表，由于 U 和 ( )GK D 取非零的固定值，
根据定理 1~定理 5知，基于相对粒度、划分粒度、知识量和
同可区分度的属性约简与 HU 属性约简是等价的。。。。 

定义定义定义定义 12 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，对条件属性集
P C⊆ ，如果有 ( ) ( )P CGK D GK D= ，且对任意的 P P′ ⊂ 有

( ) ( )P CGK D GK D′ ≠ ，则称 P为 C相对于 D的基于相对粒度属
性约简，简称为相对粒度约简。 

定义定义定义定义 13 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，对条件属性集
P C⊆ ，如果有 ( ) ( )P CK D K D= ，且对任意的 P P′ ⊂ 有

( ) ( )P CK D K D′ ≠ ，则称 P为 C相对于 D的基于相对知识量的
属性约简，简称为相对知识量约简。 

定义定义定义定义 14 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，对条件属性集
P C⊆ ，如果有 ( ; ) ( ; )E P D E C D= ，且对任意的 P P′ ⊂ 有
( ; ) ( ; )E P D E C D′ ≠ ，则称 P为 C相对于 D的基于相对划分粒
度属性约简，简称为相对划分粒度约简。 

定义定义定义定义 15 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，对条件属性集
P C⊆ ，如果有 ( ; ) ( ; )DIS D P DIS D C= ，且对任意的 P P′ ⊂ 有

( ; ) ( ; )DIS D P DIS D C′ = ，则称 P 为 C 相对于 D 的基于同可
区分度属性约简，简称为同可区分度约简。 

定理定理定理定理 6 给定决策表 , , ,S U V f C D=< >U ，P C⊆ ，那么 P

是 C 的HU属性约简当且仅当 P为 C相对于D的相对粒度(相
对知识量或相对划分粒度或同可区分度)约简。 

证明：根据定理 1，P 是 C 的 HU 属性约简当且仅当 P

为 C 相对于 D 的新条件信息熵约简，即 ( / ) ( / )I D P I D C= ，
且对任意的 P P′ ⊂ 有 ( / ) ( / )I D P I D C′ ≠ ，又因定理 2 及定  

义 12 知，P 是 C 的 HU 属性约简当且仅当 P 是 C 相对于 D

的相对粒度约简。 

类似地，根据定理 1 到定理 5 知，P 是 C 的 HU 属性约
简当且仅当 P是 C相对于 D的相对知识量或相对划分粒度或
同可区分度约简。 

4  数值算例数值算例数值算例数值算例 
当决策表一致时，现有研究结论表明，基于差别矩阵的

HU 属性约简与代数约简是等价的，但当决策表不一致时，
HU 属性约简与代数约简有时并不相同。下面构造一个不一
致决策表，分别用 HU 差别矩阵、代数约简方法和文献[3-6]

的方法计算其属性约简。 

例例例例 1 给定决策表 S1如表 1所示，其中，U={x1,x2,…,x10}；
C={a,b,c,e,f}；D={d}。 

表表表表 1  决策表决策表决策表决策表 S1 

U a b c e f g d 

x1 0 0 0 0 0 0 0 

x2 1 0 0 0 0 0 2 

x3 0 1 1 1 1 1 1 

x4 0 0 0 1 0 0 2 

x5 0 1 1 1 0 1 1 

x6 0 0 1 1 0 0 0 

x7 0 0 1 1 0 0 1 

x8 0 1 1 1 0 1 1 

x9 0 0 0 1 0 0 1 

x10 1 0 0 0 0 0 0 

根据定义 3知，其 HU属性约简为{a,c,e,b}和{a,c,e,g}；

另外，可计算到其代数约简分别为{a,e,b}和{a,e,g}，可见 HU

属性约简与代数约简有时确实不相同。下面分别用文献[2-5]

中的方法计算其属性约简。限于篇幅只选取部分数据罗列  

如下： 

令 P={a,c,e,b}，因为 ( ) ( ) 6 /100P CGK D GK D= = ，且可验
证对任意的 P P′ ⊂ 有 ( ) ( )P CGK D GK D′ ≠ ，所以 P={a,c,e,b}也
是决策表的一个相对粒度约简。 

类似地，因为 ( ; ) ( ; ) 56DIS D P DIS D C= = 且可验证对任

意的 P P′ ⊂ 有 ( ; ) ( ; )DIS D P DIS D C′ ≠ ，所以 P={a,c,e,b}是决
策表的一个同可区分度约简。 

由于 ( ; ) ( ; ) 6 10E P D E C D= = ，并且可验证对任意的
P P′ ⊂ 有 ( ; ) ( ; )E P D E C D≠ ，因此 P={a,c,e,b}是决策表的一
个相对划分粒度约简。 

由于 ( ) ( ) 6 90P CK D K D= = 并且可验证对任意的 P P′ ⊂

有 ( ) ( )P CK D K D′ ≠ ，因此 P={a,c,e,b}是决策表的一个基于相
对知识量的属性约简。 

如果利用文献[3]的启发式约简算法搜索约简结果，求到
的仍是一个 HU 属性约简。先计算其核属性集，得到核属性
集为 0 { , , }C a e c= ，此时因

0
( ) 18 100 ( )C CGK D GK D= ≠ ，进一

步添加属性，分别计算添加属性 b,f,g 后的相对粒度，得到

0 { }( ) 6 100C bGK D =U ，
0 { }( ) 10 100C fGK D =U ，

0 { }( ) 6 100C gGK D =U ，

由于有 2个属性同时达到最小值，任取一个，如选取属性 b，
令 0 { , , , }C a e c b= ，因  

0
( ) ( )C CGK D GK D= ，最后得到约简结

果 0 { , , , }C a e c b= ，是其中的一个 HU 属性约简，若选取属性
g，得到另一个 HU属性约简{a,c,e,b}。 

5  结结结结束语束语束语束语 
由于基于差别矩阵的属性约简方法需要构造差别矩阵，

从而降低算法的计算效率。如何快速地计算出属性约简是基
于粗糙集面向实际应用必须解决的问题。基于启发式信息的
约简方法能提高算法效率，采用不同的启发式信息，得到的
约简结果一般也不同。对这些采用不同启发式信息所得的“不
同”约简结果是什么类型的约简也必须澄清和予以重视。尽
管在具体的判断指标上，基于相对粒度的属性约简、基于相
对划分粒度的属性约简、基于知识量的属性约简和基于同可
区分度的属性约简方法各不相同，但本文结论表明，它们得
到的约简结果都是一个基于差别矩阵的 HU 属性约简。本文
结论说明了 HU 属性约简与知识量、粒度计算及同可区分度
约简方法之间存在联系，具有一定的理论意义。 
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