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摘"要" 针对 2

?

2 两体系统中正交态的区分问题&利用判断其对应的正交补空间的维数&进而判断正交补空间是

否包含一个最大交换子空间&基于单向 ?D&&&提出一种新的态区分算法$ 对于 !

?

! 上的广义正交 K+##态&通过

系统研究其单向可区分性&给出其可单向区分的快速算法$ 实验结果表明&2

?

2 上的区分算法适用于任何正交两

体态的区分&比起该算法&!

?

! 上快速算法的复杂度更小$
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"(概述

随着量子信息理论的发展&量子密码学相比经

典密码学越来越体现出更多优势的同时&也提出了

许多挑战性的课题
(%8()

&其中量子态的局域区分就是

量子通信领域一个基本问题$ 在局域操作和经典通

信 ! ?":3#D(+,3*0". 3.L &#3BB0:3#&"'').0:3*0".&

?D&&"的限制下&正交态并不是总可以精确区分

的
(!8')

$ 一组正交量子态不一定可局域区分&是量子

非局域性的一个表现$ 研究区域区分的规律不仅有

利于理解量子非局域性&还可使人们能从新的角度

去研究其他的量子信息理论问题
(+8*)

$ 两体正交量

子态的局域区分方案如下*在许多可能的正交两体

量子态中选出一个分发给 @#0:+和 K"2&他们只利用

?D&&就可以找出他们共享的是哪一个态$ 文

献(%$)构造了一组乘积纯态&获得的结论是来自于

不可扩张乘积基的成员之间是不能通过 ?D&&被完

全区分的#文献(%%)证明了任意 # 个多体正交纯态

可以精确局域区分&此结果说明了在 ?D&&下量子

态的纠缠与否与其精确区分的关系不大&也说明了

此问题的复杂性#文献 ( %# ) 的结果是得出了类

="#+J" 上界对于局部的可访问的信息来自于一个两

体系统的量子态系综#文献(%()的结果表明了几乎

所有来自于 ?个 2 维多体系统的 2 1% 个正交量子

态集合通过 ?D&&是不可以完全被区分的$

近期&文献 ( %! )提出了一个利用单向 ?D&&

!".+8P34 ?D&&&%8?D&&"来区分两体正交态的框

架&并在理论上给出了两体正交态的集合通过单向
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?D&&可区分性的判定&但文献())并没有给出区分

两体正交态的一般性算法$ 本文给出基于单向

?D&&的一类正交两体态区分算法&并在此算法的

基础上&对 !

?

! 上的广义正交 K+##态给出其可单向

区分的一个充分条件&此充分条件可作为一个快速

算法判断正交态是否可单向 ?D&&区分&最后对此

结论给予实例验证$

!(文献'!%(主要结论回顾

文献(%!)得到了如下结果*在一个 2

M

?

2

.

的两

体系统中&其中&2

M

'2

.

是子系统 M和 .的维数&如

果第 &部分!其中 &.M或 ."开始一个单向?D&&协

议以完全区分一个正交两体态的集合&那么这样的

一个单向 ?D&&协议存在的信息取决于一个 2

&

22

&

阶的 =+0'0*03. 矩阵组成的子空间是否包含一个最

大交换子空间$ 根据这一结论&对于 2

M

?

2

.

中的所

有正交两体态集合&其单向 ?D&&的可区分性便可

以得到判定
(%))

$

!J!(密度矩阵
&

#&$

M.

的谱分解

令 @#0:+和 K"2 各有一个 2 维 =0#2+,*空间上量

子系统&分别记为 !

M

和 !

.

$ 设 @#0:+和 K"2 共享

8 个正交量子态中的一个&这些正交量子态的密度

矩阵
&
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M.

&

&

!#"

M.
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&

! 8"

M.

在 !

M

?

!

.

上是可测量的$ 他

们想要建立一个由 @#0:+开始的单向 ?D&&协议来

区分他们共享的态$

定义 !"密度矩阵
&
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M.

的谱分解表示为*
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其中&4
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&

#.%

是密度矩阵
&
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M.

的非 $

特征值&并且 4
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!J&(标准正交基和复矩阵

定义 &"令 0 6I

#
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和 0 6I

#
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1
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#.%

分别是 !

M

和 !

.

上的标准正交基$
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&通过

6
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5

M.

在一组基 0 6I

#
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M
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中的扩张来定义

2 22 维复矩阵 .
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!J$(主要符号及说明

定义指标集 W
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2 复矩阵&且 .
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例 !"令指标集 W
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)$ 以此类

推得到 .

%
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%
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%
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设 > 为所有 2

?

2 上的 =+,'0*03. 矩阵组成的一

个实向量空间#<

5

0

!

&

"

W

0

&

!

&

1T

&

M

&

&

.

0

&

&T

&

"

1为 >

的一个子空间#<

@

为 > 中 <的正交补空间&!

2

"

<

@

&

其中&!

2

是 2

?

2 的单位矩阵$

!J%(最大交换子空间

定义 $"如果实向量空间 > 中一个维数为 2 的

子空间中的任意 # 个矩阵都可交换&那么这个子空

间称作一个最大交换子空间 !53R0'3##4 @2+#03.

6)2B(3:+&5@6"$

注释 !"任意一个 5@6和唯一一组共同的特

征向量相对应&且这组共同的特征向量可以使得

5@6中所有 =+,'0*03. 矩阵在这组基下对角化$

!JN(C

?

C 上的广义正交两体量子态

定义 %"在 2

?

2 中&2

#

维的广义的正交两体量

子态可以表示为
(')

*
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5

M.

5!

8 /%

#.$

!.

8H

"

-#

6I

#

5

M

6I

-

5

.

!("

其中&8&H.$&%&2&2 /%&!.
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槡2
&

#
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2

H&-

&

.

#&-.

$&%&2&8 /% 注意到&.

8H

中的任意 # 个矩阵正交$

文献(%!)对来自 2

?

2 双体系统中的一个给定

的正交双体混合态的密度矩阵集合 0

&

!%"

M.

&

&

!#"

M.

&2&

&

! 8"

M.

1&建立了一个可由 @#0:+发起的协议&该协议的

目的是利用单向 ?D&&来区分给定的正交双体态

&

!%"

M.

&

&

!#"

M.

&2&

&

! 8"

M.

中的哪一个为他们所共享的量

子态$

进一步&文献(%!)就密度矩阵
&

!%"

M.

&

&

!#"

M.

&2&

&

! 8"

M.

是否可单向 ?D&&给出了如下结论*

引理 !"密度矩阵
&

!%"

M.

&

&

!#"

M.

&2&

&

! 8"

M.

仅用空间

!

M

和 !

.

上的投影测量就可单向 ?D&&可区分&当

且仅当 <

@

包含一个 5@6

(%!)

$

引理 &"当 L0'<

@

.2 1% 时&<

@

包含一个5@6

当且仅当矩阵
'

#

是秩 # 的且
,

L0'!

#.%

>)KK!

'

#

"是一

维的&#.%&#&2&L0'!

(%!)

$

注释 &"设 0<

&

12 1+

&.%

是 <

@

的一个 5@6$ 令

O是由矩阵0&(<

#

&<

-

) %

+

#5-

+

2 1+1张成的实向

量空 间& 其 中 ( <

#

& <

-

)

5

<

#

<

-

/<

-

<

#

$ 令 矩 阵

02

&

1L0'O

&.%

是 O的标准正交基$ 对于每一个 #

"

0%&#&2&L0'O1&

(

#

是!2 1%" 2! 2 1%"的实反对称

矩阵&其!&&#"元素由如下方式给出*

!

(

#

"
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#
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*
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令 !是由矩阵&

(

,

G

I张成的实向量空间&矩阵

0

'

#
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#.%

是 !的标准正交基$
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利用引理 % 可对 8 个正交态的密度矩阵
&

!%"

M.

&

&

!#"

M.

&2&

&

! 8"

M.

的单向可区分性进行判定&引理 # 是对

L0'<

@

.2 1% 时的特殊情况给出判定$ 但这个判

定在执行时太复杂&现将上述正交量子态换为式!("

中的态&给出基于单向?D&&的式!("中态的区分算

法&并提出一种在 2 .! 时判断态可区分的快速

算法$

&(C

?

C 上的纠缠态区分算法

本文主要考虑式!("中的态在由@#0:+开始的单

向 ?D&&可区分问题$ 现给出在 2

?

2 中&任意

?!#

+

?

+

2

#

"个纠缠态的局域区分算法$

&J!(纠缠态区分算法内容

步骤 !"在 2

?

2 上任意选取 ?!#

+

?

+

2

#

"个

纠缠态$

步骤 &"计算矩阵 .

&

:

&进而得到矩阵 <

&

:

'$

&

:

以

及集合 <$

步骤 $"计算 L0'<

@

&作如下判断*

%"当 L0'<

@

+

2 /% 时&该 ?个态不能由 @#0:+

开始一个单向 ?D&&协议来区分&算法终止$

#"当 L0'<

@

.2 时&进一步检查*该 <

@

是否为

一个 5@6$ 如果是&则该 ?个态可以由 @#0:+开始

一个单向?D&&协议来区分&转入步骤 !#否则&算法

终止$

("当 L0'<

@

2

2 1% 时&进一步检查*如果 <

@

包

含一个 5@6在 > 中&那么该 ?个态可以由 @#0:+开

始一个单向?D&&协议来区分&转入步骤 !#否则&算

法终止$

步骤 %"计算 5@6中非单位矩阵的特征向量$

注释 $"若步骤 % 中的 ?个态可单向 ?D&&区

分&则以上算法求得的 5@6的特征向量便可作为相

应的投影算子对所选的纠缠态进行区分#

步骤 # 中&由指标集 W和 &

:的定义可知 W的势为

2!2 /%"

#

&因此&由 .

&

:

..

c

&#

.

&,#,

可以得到
2!2 /%"

#

个

.

&

:

&从而求得 <

&

:

和 $

&

:

&其中线性无关的 <

&

:

和 $

&

:

的

个数即为 <的维数$

步骤 ( 中&由 L0'<

@

.2

#

/L0'<得到 <

@

的维

数&基于 <

@

的维数值&可以将这些正交两体态分成

不同类$

&J&(纠缠态区分算法分析

该算法是判断正交两体态是否可单向 ?D&&的

一般性算法&虽与文献(%!)算法性能相似&但却优于

原算法&其原因是本文算法适用于任何一组正交两

体态是否可区分的判定#其次&该算法将判断正交态

是否可区分转化为判断正交态组的正交补空间是否

包含有一个 5@6&区分时只需进行一次投影测量&

该算法同时兼顾了算法复杂度和算法性能&因此&更

具有实际应用价值$

$(%

?

% 上的纠缠态快速区分算法

$J!(算法原理

利用 #$% 节算法&对式!("中 2 .! 的情况&得到

快速判断纠缠态单向 ?D&&课区分的一个结论$

由式!("&当 2 .! 时&!
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定理 !"对式!!"中的广义正交两体态&设其正

交补空间为 <

@

&若 <

@

A

3

&

!&.%&#&2&'"&则这组正

交两体态一定可单向 ?D&&区分$

证明*以第一种情况为例&若 <
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第 !! 卷"第 # 期 司萌萌&李志慧&刘成基*基于单向 ?D&&的正交两体态区分算法 ""

计算 &(<
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) !&&#.%&#&2&)"可得&O是由矩
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矩阵
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是秩 # 的且 >)KK!
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是由!$&$&$&$&%"

I

张成的$

因此&由引理 #&3

%

包含一个 5@6&又 3

%

B

<

@

&

因此 <

@

包含一个 5@6&从而由引理 % 可知&对应的

这组纠缠态可单向 ?D&&区分$

其他情况可类似证明$

注释 %"实际上&3

&

! %& #&2& ' " 中包含一个

5@6&且涵盖了了由 <可能组成的所有含 5@6的集

合$ 因此&一组纠缠态对应的 <

@

若包含其一&该 <

@

就包含一个 5@6&这些纠缠态就一定可单向 ?D&&

区分$

当然&利用 #$% 节算法也可以区分式 !!"中的

态&但判断 <

@

是否包含一个 5@6有时是困难的$

$J&(快速算法内容

步骤 !"在 !

?

! 上任意选取 ?!#

+

?

+

%'"个

纠缠态$

步骤 &"计算 '

&

:

&进而得到 <

&
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:

'<'<

@

$

步骤 $"根据 <

@

作如下判断*

%"若 <
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满足定理 %&则该 ?个态可以由 @#0:+

开始一个单向 ?D&&协议来区分&转入步骤 !$

#"若 <

@

不满足定理 %&则该 ?个态不可以由

@#0:+开始一个单向 ?D&&协议来区分&算法结束$

步骤 %"计算 5@6中非单位矩阵的特征向量$

$J$(算法分析

首先容易看出 #$% 节算法和 ($# 节算法的步

骤 %'步骤 # 和步骤 ! 均是一致的&即在判断一组纠

缠态是否可单向 ?D&&区分时&都需要计算 .
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和 <的值$ 主要区别在步骤 (&当 2 .! 时&本文提

出的快速算法不论 L0'<
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是否为 )&只需要判断这

组纠缠态的 <
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判断该组态是否可区分$ 而文献 ( ) )中的算法在
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时&还需进一步寻找 5@6$

因此本文提出的算法计算复杂度较小&给纠缠

态的区分带来了方便$

基于以上快速算法!($# 节"&现给出实例验证$
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51 可单向

?D&&区分$

%(结束语

基于文献(%!)利用单向 ?D&&区分两体正交态

的框架&本文提出一类 2

?

2 上广义正交两体态基于

单向 ?D&&的区分算法&并主要研究了 !

?

! 上的可

分态&得到了一种快速且有效判断纠缠态是否可单

向 ?D&&区分的算法$ 但对于 L0'<

@

.2 1+的情

况&还有许多与 5@6相关的规律需要发现&因此&后

期将继续探索其他维上纠缠态的区分规律&例如量

子密码'量子秘密共享'量子信道的经典容量'量子

纠缠的鲁棒性以及束缚纠缠态等$
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