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摘摘摘摘        要要要要：：：：提出一种估计 n个 d维向量中最大向量平均个数的方法。该方法通过分析单个向量与其他向量子集的支配关系，求出最大向量平
均个数的解析式。证明解析式满足已知的递归关系，得到最大向量平均个数的近似估计。与已有方法相比，该方法可应用到估计 k个其他
向量支配的平均个数问题。 
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【【【【Abstract】】】】A new method is proposed for estimating the average number of maxima in a set of n vectors in d-dimensional space. The new method 

reveals the probability that a vector is dominated by a set of other vectors, and obtains the analytic form of the average number of the maxima. After 

the fact that the analytic form satisfies a known recurrence is proved, the estimation of the average number can be derived naturally. Compared with 

the existed methods, the new method can be extended to the general problem of estimating the average number of the vectors that are only dominated 

by other k vectors. 
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1  概述概述概述概述 

最大向量问题早期在计算几何领域得到广泛研究，如凸
包的计算等[1-2]。目前，文献[3]提出的 skyline 查询实际上是
最大向量问题在数据处理领域的应用和扩展。随着 skyline 查
询得到广泛研究，最大向量问题也再次得到重视和进一步的
研究，如利用最大向量平均个数的近似估计分析各类 skyline

查询算法的复杂性 [4]。估计最大向量平均个数的方法主要有
文献[5-6]的方法；文献[7]讨论了上述方法给出的近似估计结
果在 skyline 查询背景下的应用。文献[5]方法主要基于分析 

向量支配关系关于维数和向量个数的递归性质，而文献[6]方
法基于分析某个向量成为最大向量的概率。基于以上方法的
研究，本文提出一种估计 n 个 d 维向量中最大向量平均个数
的方法。 

2  基本概念基本概念基本概念基本概念 

2.1  支配关系和最大向量支配关系和最大向量支配关系和最大向量支配关系和最大向量 

给定 d 维空间 2 个向量 a=(a1,a2,…,ad)和 b=(b1,b2,…,bd)， 

a 支配 b(记作 a bp )，当且仅当 ≠a b且 (1 )i i i da b≥ ≤ ≤ 。令

nD 为 d 维空间中 n 个向量的集合，则最大向量是 nD 中所有
不被其他向量支配的向量。令 maxD 表示所有最大向量的集
合。 nD 是 d 维空间中的任意 n 个向量的集合，因此，当 nD 中
包含不同向量时， maxD 的大小一般也会变化。本文研究的问
题就是估计 Dmax 的平均大小。 

2.2  问题假设问题假设问题假设问题假设 

估计最大向量平均个数通常做出便于数学处理但比较合
理的假设[8-9]。本文假定各个向量之间是相互独立的；向量中

各维度的取值也是独立的，而且在同一维度上，各向量的取
值都不相同。 

3  相关工作相关工作相关工作相关工作 

目前，最大向量平均个数的近似估计得到了广泛研究，
但是大部分研究集中于在不同背景下应用关于最大向量平均
个数近似估计的结果，估计的基本方法仍然是文献[5-6]的方
法，本节主要介绍这 2 种方法。 

3.1  文献文献文献文献[5]方法方法方法方法 

文献[5]将 n 个 d 维向量视作 n d× 矩阵，并通过对该取值
矩阵的递归分析得到关于最大向量平均个数的递归公式，最
后解递归公式得到最终的近似估计。 

根据同一维度上各向量取值都不相同的假设，某一维度
上各向量的 n 个取值可以排序，并且根据排序结果可以按照
相对顺序给这 n 个值分别赋予从 1 到 n 的值，从而每个维度
上的 n 个分量都可以映射为 (1,2, , )nL 上某个置换。因此，    

n 个 d 维向量实际上对应一个 n d× 矩阵(也称为值矩阵)，其
每列都是 (1,2, , )nL 的一个置换。令 S 表示所有 ( !)dn 个值矩阵
的集合， ( , )A n d 表示最大向量的平均个数。对 S 中每个 n d×
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矩阵 r ，令 ( )M r 表示 r 中最大向量个数。则根据 ( , )A n d 的定
义，有 ( )( , ) ( ) ( !)dSA n d M n∈= ∑r

r 。 

文献[5]得到的关于 ( , )A n d 的递归公式[5]如下： 

( , ) ( 1, ) ( , 1)A n d A n d A n d n= − + −                 (1 ) 

其中， , 2n d≥ 。式(1)所示递归关系的初值显然为 (1, )A d =  

1( 1)d≥ 和 ( ,1) 1( 1)A n n= ≥ 。解出式(1)便得到 ( , )A n d 的近似
估计为 1((ln ) )dO n − (文献[5]中定理 2)。 

3.2  文献文献文献文献[6]方法方法方法方法 

文献[6]的方法将最大向量问题离散化从而可以使用组
合数学技巧来分析。与此不同，Butcha 的方法直接使用初等
微积分技巧。 

文献[6]的方法假定各向量是独立同分布的，并且各向量
x 的分量分别服从相同的连续分布 ( )( 1,2, , )i iF i d=x L 。文  

献[6]的第 2 个假设意味着同一维度上各分量取值不同的概率
为 1。文献[6]的 2 个假设结合起来便满足第 2.2 节的假设。
在文献[6]假设下，向量 1 2( , , , )dx x xL 不被某个随机选择的向

量支配的概率是 11 (1 ( ))d
i i iF=− −∏ x ，因此它不被其他 1n− 个独

立且随机的向量支配的概率是 ( ) 1

11 (1 ( ))
n

d
i i iF

−

=− −∏ x 。该概率

关于 ( 1,2, , )i i d=x L 的积分的便是某个随机向量在 n 个向量
集合中成为最大向量的概率；因为所有向量是同分布的，则： 

1

1 1

( , ) 1 (1 ( )) d ( )
n

d d

i i j j
i j

A n d n � F F
−

∞ ∞
−∞ −∞

= =

 = − − =∏ ∏ ∫ ∫
 

x xL  

1 1 1

1 1 20 0
(1 ) d ,d , ,dn

d dn −−∫ ∫ x x x x xL L L  

最后可得： 

1 2 31
( , ) (lg ) (lg ) ((lg ) )

( 1)! ( 2)!

d d dA n d n n O n
d d

γ− − −= + +
− −

 

由上式可知，文献[6]方法得到的 ( , )A n d 的近似估计也是
1((ln ) )dO n − ，但更精确。 

4  最大向量平均个数的估计方法最大向量平均个数的估计方法最大向量平均个数的估计方法最大向量平均个数的估计方法 

本文提出的新估计方法与文献[5]方法一样，也采取离散
化的方法。与已有的文献[5-6]方法不同的是，本文方法将最
大向量平均个数的估计问题置于一个一般性框架下考虑，因
此，本文方法除了给出最大向量平均个数的近似估计，还可
以给出一般的仅被 k 个其他向量支配的向量平均个数的近似
估计(k=0 时即最大向量)。 

令 1 2{ , , , }nnD = a a aL 表示 n 个向量的集合， i

la 表示向量
i
a 的第 l 个分量。以 nD 中每个向量作为一行，即形成文献[5]

方法中的一个值矩阵 r 。同样令 S 表示所有值矩阵的集合。
在给定值矩阵 r 下可以定义 iM

r 为 { | ( { }) }j i j i

nj D∈ − ∧a a a ap ，

即 iM
r 是给定值矩阵 r 下 nD 中所有支配 i

a 的向量的索引序

号的集合。令 nI = {1,2, , }nL ，则 iM
r 是 nI 的子集。 

令 ( )P M ip 表示当且仅当 nD 中下标在 M 中的向量都支

配 i
a 的概率。因为 i

a 不可能支配自身，所以如果 i M∈ ，则
( )P M ip 0= ；因此，只需考虑 { }nM I i⊆ − 的情况。此外，

因 为 各 值 矩 阵 都 是 等 概 率 出 现 的 ， 所 以 ( )P M i =p  

, 1
iS M M S∈ =∑ r

r
。 

4.1  最大向量的平均个数最大向量的平均个数最大向量的平均个数最大向量的平均个数估计估计估计估计 

引理引理引理引理 1 令 M 表示集合 M 的基数，则对于 nI 的 2 个子

集 1M 和 2M ，如果 1 2M M= ，则 1( )P M ip = 2( )P M ip 。 

证明：令 1 1{ | }iS S M M= ∈ ∧ =rr r , 2 2{ | }iS S M M= ∈ ∧ =rr r 。

因为 ,( ) 1
iS M MP M i S∈ == ∑ r

r
p ，所以只需证明 1 2S S= 即可。

任给 1S∈r ，因为 1 2M M= ，所以可对 r 做行变换得到 ′r ，

使得 2 iM M
′= r ，则 2S′∈r ，因此存在 1S 到 2S 的映射。同理

可证存在 2S 到 1S 的映射，因此 1S 和 2S 之间存在一一映射，

则 1 2S S= 。由此可知引理成立。 

引理引理引理引理 2 任给 { }nM I i⊆ − ，且 M k= ，则： 

( ) 1 ( 1)dM M P M i k′⊇ ′ = +∑ p                      (2) 

其中， M ′是 { }nI i− 的子集；d 是向量的维度。 

分以下 2 种情况证明： 

(1)当 0k = 时，M = ∅，则 { }nI i− 的任意子集都包含 M ，

而任给 S∈r ， iM
r 都是 { }nI i− 的子集；因此 { } ( )

nM I i P M i′⊆ − ′∑ p

涉及了 S 中所有的 r ，因此它的值为 1，即 1 (0 1)d+ 。 

(2)当 0k ≠ 时，令 { | } { }j i

l l lV j M= ∈ ∪a a ，则 i

la 是 lV 中最

小值的概率是 1 ( 1)k + 。“任何维度 l 上 i

la 都是 lV 中最小值”

等价于“集合 { | }j j M∈a 中的向量都支配 i
a ”，并且因为各

维之间独立，所以该事件发生的概率是 1 ( 1)
d

k + 。令 1S 表示

所有满足该事实的值矩阵集合，则 1S S 1 ( 1)
d

k= + 。令 2S 表

示所有满足 iM M⊇r 的值矩阵 r 的集合。显然， 1 2S S= 。

,( ) 1
iS M MP M i S∈ == ∑ r

r
p ，则 , { }2 ( )

nM M M I iS S P M i′ ′⊆ ⊆ − ′= ∑ p ，

则引理成立。 

以 1, 2, 2k n d= = = 的简单情况为例。 nD 有 4 种不同取值
(即值矩阵 r)，分别是 {(1,1), (2,2)} , {(1,2), (2,1)} , {(2,1), (1, 2)}

和 {(2,2), (1,1)} 。因为只有当 r 为 {(2,2), (1,1)} 时， 2 {1}M =r ，
所以 ({1} 2) 1 4P =p 。而根据引理 2，当 {1}M = 时， 2 {2}I − 的

子集中惟有其本身包含 {1} ，因此， ({1} 2)P =p
21 (1 1) 1 4+ = ，

与根据前面 ( )P M ip 的定义得出的结果是一样的。 

根据引理 1，可以将满足 M k= 的概率 ( )P M ip 统一记

作 km 。关于 km 有如下定理( k

nC 表示 n 个对象中选 k 个的组
合数)。 

定理定理定理定理 任给： 

(0 1)k k n −≤ ≤ , 
1

1

0

( 1)
( )

( 1)

j j
n k

n k
k d

j

C
P M i m

k j

− −
− −

=

−
= = ∑

+ +
p  

证明：如果 (0 1)M k k n= −≤ ≤ ，则 { }nI i− 中满足 M M′ ⊇

且 M ′ =k + i (0 ≤i≤ 1n k− − ) 的 M ′的个数是 1

i

n kC − − 。式(2)可

以写作 1
0 1 1 ( 1)i dn k

i n k k iC m k− −
= − − + = +∑ ，则可得到如下方程组： 

1

2 1

0 1 2 1

1 1 1 1 2 1 1

0 1 2 1

1 0 2 1 1 2 1 1

1

1 ( 1)

1 ( 1)

1

d

n

d

n n

n k n k d

n k k n k k n k n n k n

n n

n n n n n n

m n

m m n

C m C m C m C m k

C m C m C m C m

−

− −

− − − −
− − − − + − − − − − −

− −
− − − − − −

=

+ = −

+ + + + = +

+ + + + =

M

L

M

L

 

解出方程组便得到定理的结论。 

定理表明当 0k = 时， 0m 即是 ia 为最大向量的概率，并
且 0m 与 i无关，则： 

1
1

0
1 0

( 1)
( , ) ( )

( 1)

j j
n n

n

d
i j

C
A n d P i n m n

j

−
−

= =

−
= ∅ = ⋅ =∑ ∑

+
p           (3) 

容易验证式(3)满足文献[5]方法中的递归关系 ( , )A n d =  

( 1, ) ( , 1)A n d A n d n− + − 及其初始条件 (1, ) 1A d = 和 ( ,1) 1A n = 。
因此，便得到 ( , )A n d 的近似估计为 1((ln ) )dO n − 。 

4.2  k 个向量个向量个向量个向量的的的的支配情况支配情况支配情况支配情况 

文献 [5-6]方法以及式 (3)中讨 论的 ( , )A n d 只是定理在
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0k = 时的特例的应用，实际上定理的结论可以推广到估计 

一般地被 k个其他向量支配的向量平均个数的问题。 

令： 

1
1

1 1
0

( 1)
( , )

( 1)

j j
n k

k k n k
n k n d

j

C
S n d nC m nC

k j

− −
− −

− −
=

−
= = ∑

+ +
 

其中， 1n k +≥ ； 1d≥ ； 0k≥ 。因为 { }nI i− 中基数为 k 的

不同子集个数为 1

k

nC − ，所以 ( , )S n d 即为仅被 k 个其他向量支
配的向量的平均个数。本文将文献[5]方法求解递归关系的过
程推广到一般情况得出 ( , )S n d 的上界估计。 

首先，容易验证下面的递归关系： 

( , ) ( 1, ) ( , 1)S n d S n d S n d n= − + −                  (4) 

其中， 2n k +≥ ； 2d≥ 。得到递归关系式(4)的初始条件为： 

(1) ( ,1) 1, 1S n n k= +≥ 。 

(2) 1( 1, ) 1 ( 1) , 1dS k d k d−+ = + ≥ 。 

建立生成函数 0( ) ( , 1) ( 1)d
dnG z S n d z n k∞
== + +∑ ≥ ，则由 

式(4)可得： 

1( ) ( ) (1 )( 2)n nG z G z z n n k−= − +≥                  (5) 

根据第(2)个初始条件可得： 

1( ) 1 (1 ( 1))kG z z k+ = − +  

结合式(5)，得： 

1( ) 1 (1 )n
i knG z z i= += −∏  

令 11 ( 1)jn
i kjS i j= += ∑ ≥ ，则根据文献[8]中式(33)~式(38)

的分析，可知 ( )nG z 中的 dz 的系数，即 ( , 1)S n d + ，满足： 

1 1! ( , 1) ( 0)d dS d S n d S k+≤ ≤ ≥                    (6) 

当 0k = 时，根据文献[5]的方法， ( , 1) ( , 1)S n d A n d+ = + =  

((ln ) )dO n ； 当 1k≥ 时， 根据 调和数 的近似公 式 11
n
i i= =∑  

(ln )O n ，可知 1 (ln ln )S O n k= − ，则由式(6)可得： ( , 1)S n d + =  

((ln ln ) )dO n k− 。最后可得： 

1

1

((ln ) ) 0
( , )

((ln ln ) ) 1

d

d

O n k
S n d

O n k k

−

−

 =
= 

− ≥
 

5  结束语结束语结束语结束语 

本文研究一组向量中最大向量的平均个数的问题，提出
了一种新的估计方法。该方法分析了单个向量被其他向量或
向量集合支配的情况，得出向量被某个基数为 k 的向量子集
支配的概率。以此为基础，不仅可以证明使用已有方法得出
的结论，还可以推广到估计一般的被 k 个其他向量支配的向
量的平均个数的问题。 
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了优越性。 

(4)返回 path，算法结束。 

综上可见，本文的演化方法同时处理多个演化需求，分
析演化需求之间的关系，从局部范围内全局地选择演化路径，
减少了演化策略选择及回溯次数，降低了演化代价。文献[6]

的 MINI 算法及文献[7]的 COST 算法只是本文算法的一个特
例，它们在这样的情形下与本文算法的效果是一致的：上下
文窗口内的所有划分都只含一个单位演化需求即所有演化需
求都是 disrelated 关系，因此本文的算法时间和空间复杂度始
终小于或等于上述结果，表明本文算法更优。 

4  结束语结束语结束语结束语 

本文提出基于上下文窗口的演化代价约束的本体演化方
法，实验表明其相对于传统方法降低了演化代价。本文算法
的优势在于分析了演化需求之间的关系，利用上下文窗口内
信息进行路径选择决策。 

由于潜在代价需要领域专家的参与，进一步的研究工作
是寻找减少人工参与的本体演化方法，以及本体演化后如何
与客观实际保持一致，例如文中例子将 worker 设为概念
animal 的实例。 
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