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含隐变量非高斯无环因果模型的估计算法 
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摘  要：针对观测变量中含隐变量的非高斯线性无环因果模型的估计问题，提出一种新的算法。通过在超完备基独立成分分析算法中引入
满足 Oracle 性质的惩罚因子，使混合矩阵的估计值具有稀疏连接权值，由此推导出模型估计算法。实验结果表明，该算法能够改进因果模
型估计的精确程度，提高算法效率。 
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【Abstract】In order to estimate the non-Gaussian linear acyclic causal models with latent variables, a new algorithm is proposed. The algorithm is 
derived by integrating penalty functions which satisfy the Oracle property into overcomplete Independent Component Analysis(ICA), making  
the entries of mixing matrix sparse. Experimental results show that the algorithm improves accuracy and efficiency of the casual model estimation. 
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1  概述 
线性因果模型(也称为结构方程模型)在自然科学和社会

科学中有着广泛的应用，涉及到金融学、政治学、社会学和
生物学等多个领域。在过去几十年中，相关算法的研究都隐
含了噪声变量具有高斯分布这个假设。然而，在现实世界中，
许多噪声变量的概率统计特征并不满足高斯分布，因此，这
类算法有很大的局限性。文献[1]针对非高斯分布变量的线性
因果模型问题提出了一种基于独立成分分析 (Independent 
Component Analysis, ICA)的算法。文献[2]进一步分析了在观
测变量含有隐变量(即观测变量数目小于源变量数目)时线性
因果模型的估计方法。在此基础上，本文在 ICA 算法中引入
惩罚因子，产生稀疏连接矩阵，并据此推导出一种新的含隐
变量线性因果模型的估计算法。 

2 线性因果模型 
线性因果模型具有以下性质[1]： 
(1)观测变量为 , {1,2, , }ix i = L n ，可以排列成一个因果序

列。因果序列是指原因必定在前、结果必定在后的序列，即 jx

可以由 (i )x i j< 完全决定，且不依赖于 (l )x l j> ，此因果序列
用 表示。这样的变量可以用递归的方式生成，并且可以表
示成有向无环图[3]。 

ik

(2)每个变量 ix 可用线性函数表示： 

( ) ( )
i ij j i i

k j k i
x b x e c

<
= +∑ +  

其中， 表示变量ijb ix 与 jx 的连接权值； 为噪声变量； 是

可选常量。 
ie ic

(3)噪声项 是具有连续值的随机变量，服从方差非 0 的
非高斯分布，各 之间相互独立，即

ie

ie 1 2( , , , )mp e e e =L ( )i i ip e∏ 。 

满足以上 3 条性质的模型称为线性非高斯无环模型
(LiNGAM)，该模型的估计算法在文献[1]中也有详细描述。 

本文的 LiNGAM 中加入了一条新的假设：观测变量是 ix

的子集，即观测变量的下标集合 {1,2, , }J m⊆ L 。或者可以这
样认为，观测变量只包含 ,jx j J∈ 。本文模型与通用 LiNGAM

模型的不同点在于观测变量中允许含有隐变量，即只能观测
到部分变量。图 1 给出了 3 个符合 LiNGAM 模型的例子，可
以用有向无环图表示。 
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(a)普通 LiNGAM 生成模型   (b)含隐变量的 LiNGAM 生成模型  
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(c)图 1(b)的正则模型 

图 1  符合 LiNGAM 性质的数据生成模型 
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图 1(b)所示模型中的观测变量集合为向量 x=(x1, x2, x4)T，
隐变量 5x 没有子节点，它对观测变量集合没有影响。因此，
即便不能从观测变量集合 x 中推断出隐变量 5x 以及连接权值

，也并不影响整个 LiNGAM 模型的估计。另外一个隐变
量为

25b

3x ，它处于观测变量 1x 和 4x 之间，于是有 

3 1

4 3

: 0.4
: 1.2

3

4

x x e
x x e

= − +

= +
 

可以推导出： 
'

4 1 3 4 1 3 4: 1.2( 0.4 ) 0.48 1.2 0.48 1 4x x e e x e e x e= − + + = − + + = − +  

其中， 。这表明，可以从模型中删除'
4 31.2e e= + 4e 3x 以获得

一个更简单的模型，且获得的简单模型与原模型具有相同的
因果关系，由此得到的模型如图 1(c)所示。于是，可以定义
一个含隐变量的 LiNGAM 模型的正则模型(canonical model)[2]

为：该模型的每个隐变量是一个根节点(没有父节点的节点)
且至少有 2 个子节点。 
3  模型估计算法 
3.1  普通LiNGAM模型估计算法 

普通 LiNGAM(不含隐变量)的模型估计算法[1]步骤如下： 
(1)对于给定的 数据矩阵 X， 表示观测变量的维

数； 表示观测变量的长度。首先，从 X 的每一列中减去其
均值，使 X 转换为 0 均值。然后，对于 ，使用 ICA
算法求解 。 

m n× m
n

e=X A
1−=W A

(2)寻找矩阵 W 的列转置，使其生成一个主对角线不含  
0 元素的矩阵 W。 

(3)将矩阵 W 的每一行除以其对角线元素，生成矩阵 W’，
易知 W’的主对角线元素均为 1。 

(4)计算矩阵 B 的估计值 。 ˆ '-=B I W

(5)搜索因果序列，即寻找一个转置矩阵 P，使
尽量为严格的下三角矩阵。 

Tˆ=B PBP%

3.2  含隐变量的LiNGAM模型估计算法 
在上节算法中，由于观测变量不含隐变量，观测变量的

数目和源变量数目相同，因此 A 是严格的方阵，步骤(1)中只
需要使用普通 ICA 算法，如 FastICA，即可求解 W。而对于
含有隐含变量的 LiNGAM 模型，观测变量集合 X’是 X 的子
集，因此，混合矩阵 A’只包含 A 中观测变量集合的相应行，
是一个行数小于列数的矩阵。这类问题称为具有超完备基
(overcomplete basis)ICA，此类问题的求解见文献[4]。 

在使用相关算法计算出 A 之后，进而利用 A 计算出所有
观察等价文献[2]的正则含隐变量的 LiNGAM 模型，算法   
如下： 

(1)对 A 的列进行重新排序，使隐变量排列在前。 
(2)在矩阵 A 的顶部加上隐藏部分，将 A 扩展为 。 A%

(3)测试是否可以通过转置(行和列分别转置)的方法将
变换成下三角矩阵。如果不可以，则继续测试下一种分类。 

A%

(4)将 的每一列除以其主对角线元素，使主对角线元素
均为 1。计算 。 

A%
1--=B I A%%

(5)检查 是否满足稳定性[3]假设。如果不满足，则继续
测试下一种分类。 

B%

(6)将 加入观测等价模型列表中。 B%

4  稀疏连接权值的超完备基ICA 
在含隐变量的 LiNGAM 模型估计算法中，需要使用超完

备基 ICA 算法估计混合矩阵 A，并将 A 扩展为 。对于

LiNGAM 模型，根据定义， 应能通过转置得到一个下三角
矩阵。然而在实际情形中，由于样本数目有限以及噪声的客
观存在等因素，因此 的估计值经常是非稀疏的，即 中含
有较多非 0 元素，从而很难通过矩阵转置得到一个严格的下
三角矩阵。尽管文献[1]提出了一种权值边缘修剪算法，但这
种方法效率并不高。对于稀疏连接权值的矩阵 A，如果可以
在估计 A 时使其含有尽可能多的 0，满足其稀疏性，则可直
接提高估计的准确性并由此降低算法的复杂度。 

A%

A%

A% A%

4.1  稀疏连接系数惩罚因子的生成 
为了在估计稀疏矩阵时尽可能使其真值为 0 的权值系数

自动调整为 0，可以通过引入惩罚因子达到这一目的。 
文献[5]指出，一个可用来生成稀疏系数的高性能惩罚因

子应具备如下 3 个性质： 
(1)无偏性，对于真值非 0 的系数估计是无偏的； 
(2)稀疏性，这意味着一些真值为 0 的系数会被自动设置

为 0，从而降低模型的复杂度； 
(3)连续性，对不同数据产生的结果估计是连续的。 

众所周知， 惩罚因子2L ( ) 2pλ θ λ θ= 生成脊回归， 惩

罚 因 子
1L

( )pλ θ λ θ= 产 生 软 阈 值 规 则 ， 而 惩 罚 因 子qL

( ) qpλ θ λ θ= 生成桥回归，只有当 q≥1 时，解是连续的。然

而，当 时，不能使真值为 0 的系数设置为 0。因此，只
有 惩罚因子可以生成稀疏解，它的缺点是对真值非 0 的系
数估计也会产生影响。因此， 惩罚因子不能满足无偏性、

稀疏性、连续性这 3 个要求。平滑截断绝对偏差(Smoothly 
Clipped Absolute Deviation, SCAD)[5]是一种满足以上 3 个性
质的惩罚因子，其导数公式如下： 

1q >

1L

qL

' ( )( ) { ( ) ( )}, 2, 0
( 1)
aP I I a
aλ
λ θθ λ θ λ θ λ θ

λ
+−

= + > >
−

≤ >  

其中， ( )I ⋅ 是指示函数； ( )+⋅ 是标准运算符。 的典型取值为
3.7。通过选取适当的

a

θ 值，SCAD 惩罚因子可以满足 Oracle
性质[5]：使真值为 0 的系数的估计值自动调整为 0，并且不影
响其余非 0 系数的估计。 

下面对 SCAD 进行修改，考虑一个更通用的 SCAD 惩罚
因子，称为 G-SCAD： 

' 2
1 2

2

( )( ) { ( ) ( )}
( 1)
aP
aλ
λ θ

2θ λ θ λ θ λ
λ

+−
= +

−
I I≤ >  

其中， 1λ 用于控制惩罚因子的影响系数； 2λ 指定惩罚因子的
影响范围。相比 SCAD，G-SCAD 的表示方式更精确。在实
际使用中，可以选择 2λ 略大于 1λ ，这样惩罚因子可以作用在
一个较大的范围内。 
4.2  稀疏连接权值的超完备基ICA算法 

对于含隐变量的 LiNGAM 模型，其观测的变量数少于源
变量数。在 ICA 模型中，这是一种混合信号数少于独立成分
数的情况，称为具有超完备基的 ICA。此时，采用普通 ICA
方法求解非常困难。 

文献[4]提出了一种通过学习数据的过完备表示求解混
合矩阵 A 的算法： 

T Tˆl b ( ) ( )Δ P x | z∝ ∇ ≈ −A AA A A s I+  
其中， l b ( )k k kz P s / s= ∂ ∂ ( )P ⋅； 为概率密度函数； 为单位矩
阵。然而，对于稀疏矩阵 A，噪声的存在以及对源数据概率
分布估计的偏差等诸多因素，A 的估计值 中元素几乎都是
非 0 值，不满足稀疏性条件，从而增加了模型估计算法的复

I

A%
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杂度。因此，如何在计算 A 时使其尽量接近真值，满足矩  
阵 A 的稀疏性，对于整个模型的估计具有重要的意义。 

由 4.1 节讨论可知，通过在混合矩阵 A 的求解算法中加
入 SCAD 惩罚因子可以推导出稀疏连接权值的超完备基 A： 

Tˆ( ) [ ('λ ijΔ )]z P a∝ − + −A A s I  

5  计算机仿真实验 
5.1  稀疏连接权值的超完备基ICA 

本实验主要验证第 4 节中提出的针对稀疏连接权值超完
备基 ICA 算法的有效性及效率。实验使用 4 组相互独立的源
信号 T

1 2 3 4[ , , , ]s s s s=s ： 

1
2 2

2

3
5

4

( ) sin( / 2)

( ) cos ( / 4)
( ) (( ( ,27) 13) / 9)

( ) (( ( , 23) 11) / 9)

s t v

s t t t
s t rem v

s t rem v

=

=
= −

= −

 

其中， 是取余函数；混合矩阵为 ( )rem ⋅

0 0 0 0.270
0.596 7 0 0 0.347 9

0 0.575 0 0 0.757 1
0 0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A

5

 

A 中只有少量元素为非 0 值，是一个稀疏矩阵。混合模
型为 s=x A ，观测变量为 T

1 2 3[ , , ]x x x=x% ， 4x 为隐变量。 
本文分别使用不带惩罚因子的超完备基 ICA 算法、带有

SCAD 惩罚因子的超完备基 ICA 算法以及带有 G-SCAD 惩罚
因子的超完备基 ICA 算法求解混合矩阵 A。SCAD 项中参数
设置为 0.05λ = , 。G-SCAD 项中参数设置为 , 

, 。 

3.7a = 1 0.05λ =

2 0.07λ = 3.7a =

如图 2 所示，使用带惩罚因子的超完备基 ICA 算法在估
计值结果和迭代速度两方面都明显优于不带惩罚因子的算
法，而 G-SCAD 惩罚因子在性能上略强于 SCAD 惩罚因子。 

 
图 2  混合矩阵元素 a23 的估计值 

注意到使用带有 G-SCAD 惩罚因子的算法最终得到的
估计值为 0.011 3，而并非真值 0。这是因为在计算23a

' ( )Pλ θ

时，如果 θ 接近 0，不能使用梯度下降法来最优化代价函数，
所以在实际计算中采用了近似的方法，使用 tanh( )mθ (其中，

是一个较大的数，实验中取 180)来近似m | |θ 的导数，
G-SCAD 在实际使用时使用公式： 

' 2
1 2 2

2

( )( ) {tanh( ) ( ) tanh( ) ( )}
( 1)
aP m m
aλ
λ θ

2θ λ θ θ λ λ θ λ
λ

+−
= +

−
I I≤ >

所以，对 θ 的估计产生了一定误差，即便其真值应该为 0，
估计值也不会是 0，而是收敛到一个非常小的实数。 
5.2  含隐变量的LiNGAM模型估计 

本实验将稀疏连接的超完备基 ICA 算法应用于含隐变量
的 LiNGAM 模型的估计问题中，通过以下步骤验证算法的有
效性。 

(1)假设观测变量数为 3，隐变量数目为 1，设置稀疏    
矩阵为 

0 0 0 0.270 5
0.596 7 0.575 0 0 0.347 9

0 0 0 0.757
0 0 0 0

1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B  

并由此矩阵生成 LiNGAM 模型。 
(2)随机生成数据 ，保证 满足非高斯分布，并且相互

独立。 
ie ie

(3)将 通过本文模型生成观测变量集合ie jx 。 

(4)利用稀疏连接权值超完备基 ICA 算法计算过完备  
基 A。 

(5)利用 3.2 节中所述算法估计 LiNGAM 模型。 
图 3 为实验结果，从中可以看出，使用文献[2]中算法计

算出的 1x 和 3x 的连接权值 为-0.041 3，而真实的模型中
为 0，这与使用本文算法得出的结论(图 2(c))是一致的。 

13b 13b

0.347 9

0.270 5

0.596 7

0.575 0

-0.757 1 0.349 7

0.287 4

0.574 1

0.535 7

-0.711 4

0.041 3  
(a)随机生成的 LiNGAM 模型  (b)文献[2]算法计算出的系统模型 

0.341 1

0.275 3

0.587 4

0.543 8

-0.731 4

 
(c)本文算法计算出的系统模型 

图 3  实验结果 

6  结束语 
本文将稀疏连接权值的独立成分分析方法引入超完备基

的 ICA 估计问题中。通过在超完备基 A 的迭代算法中加入
G-SCAD 惩罚因子，使其系数具有 Oracle 性质，即使实际连
接权值为 0 的系数的估计值自动调整为 0，以此提高模型估
计的准确性，降低系统复杂度，改进算法性能。计算机仿真
实验验证了算法的有效性和效率。 
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