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摘摘摘摘  要要要要：：：：提出一种基于数值微分的图像融合方法。用精确求解离散数据导数的数值微分方法取代传统的邻域差分来求解图像梯度，将求解
得到的图像梯度应用到基于偏微分方程的图像融合模型中，改进基于偏微分方程的图像融合数值化方案。将改进前后的方法进行对比实验，
结果表明，应用改进方法得到的融合图像的质量指标和图像收敛性较优。 
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【【【【Abstract】】】】This paper proposes an image fusion method based on numerical differentiation. The classical calculation for gradient, difference of 

neighboring pixels is originally replaced by numerical differentiation, an accurate resolution for derivative of discrete data. The obtained image 

gradients are used in the fusion model based on Partial Differential Equation(PDE) so as to improve the numerical scheme based on PDE. Results of 

comparison experiments on improved method and former method show that the quality index and image convergence of fused image obtained by 

new method is improved. 
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1  概述概述概述概述 

近年来，图像融合技术特别是像素级图像融合技术迅速
发展，图像融合算法层出不穷，当前主流的融合算法主要是
基于多分辨率分析和基于多尺度几何分析的图像融合算法  

2类。基于偏微分方程(Partial Differential Equation, PDE)的图
像处理方法也被逐步应用到图像融合领域中，在图像去噪、
分割和图像复原等领域取得了一些成果。文献[1-3]提出了基
于偏微分方程的图像融合方法，并将基于偏微分方程的融合
方法与经典的多分辨率分析融合方法进行对比，实验结果显
示，基于偏微分方程的图像融合方法可以提供更高质量的融
合图像。目前，国内在基于偏微分方程的图像处理方法上的
研究主要还是集中在图像去噪、修复、分割[4-6]领域，对基于
偏微分方程的图像融合方法研究较少，本文就此进行研究，
应用数值微分代替传统的邻域像素差分求解图像梯度，对基
于偏微分方程的图像融合方法的数值化方案进行改进。 

2  基于偏微分方程的图像融合基于偏微分方程的图像融合基于偏微分方程的图像融合基于偏微分方程的图像融合方方方方法法法法 

文献[1-3]提出基于偏微分方程的图像融合方法，认为融
合就是每个源图像进行基于偏微分方程的演化过程，在演化
过程的每一步，保留位于当前源图像中有关信息的同时加入
位于其他源图像的相关信息。文献[1-3]给出了一个普遍的连
续的源图像演化方程。 

2.1  一维连续方程一维连续方程一维连续方程一维连续方程 

一维连续方程如下： 
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其中，方程右边第 1 项称为融合项，即逆扩散项，其目的是
将其他源图像中的相关信息加入到当前源图像中；i代表当前
源图像；m代表具有最大梯度绝对值的源图像； iβ 为融合项

权系数： 

0

[0,1] otherwise
i

i m
β

β

                  =
= 

∈       
                       (2) 

方程右边第 2 项为正则化项，其目的是避免模型产生振
荡。其中， γ 是正的正则化权系数；gR是一个异于 0 的分段
线性函数。 

2.2  数值化方案数值化方案数值化方案数值化方案 

式(1)的离散化方案为： 
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xm
±代表当前像素的最大前向和最大后向差分绝对值所
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在的源图像。 
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3  基于数值微分的基于数值微分的基于数值微分的基于数值微分的图像图像图像图像融合融合融合融合方方方方法法法法 

在上述的数值化方案中，图像梯度的计算采用的是用前
向和后向差分来近似空间导数的传统方法，由于数据是离散
的，差分和微分之间是存在误差的，因此就产生了数值微分
的问题。数值微分是一个在 Hadamard 意义下的典型的不适
定问题。测量过程中的微小误差可能造成数值结果的巨大误
差。一些方法已经被用来解决这个问题，文献[7-9]提出用吉洪
诺夫正则化方法数值微分问题。本文中采用数值微分求解图像
中某像素处的梯度，提出一种改进的数值化方案。 

设 ( )y y x= 是定义在[0,1]上的一个函数， n是一个自然
数， 0 1{0 1}nx x x∆ = = < < < =L 是[0, 1]上的一个划分，设 δ 是
一给定的常数，用来表示观测数据的观测误差。记： 
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*f 是一个分片的 3 次自然样条函数，在子区间[ jx , 1jx + ]上的

表达式为： 
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因此，总共有 4n个待定系数，这些系数可以通过求解方
程组求得，并且解是唯一的。求得待定系数，由式(10)即可

重构函数 *f 及 *f ′。如何求解待定系数见文献[7-8]，不再详述。 

4  实验结果及分析实验结果及分析实验结果及分析实验结果及分析 

为了检验新的数值化方案的效果，本文设计了对比实验。
选择 2 组融合实验的源图像，源图像中都有局部区域由于不
聚焦而产生模糊。将改进后的数值化方案与原方案从 2 个方
面进行比较：融合图像质量指标，输出图像的收敛性。用 PDE

代表原方案，PDE_NEW 代表改进方案。为了定量比较融合
图像的质量，选用文献[9]提出的加权融合图像质量评价指标
Qw，Qw值越大，融合图像的质量越高。在输出图像的收敛性
比较上，采用输出图像的均方根误差(Root Mean Square Error, 

RMSE)的演变曲线来分析比较，RMSE下降越快，说明输出图
像的收敛越快；RMSE值越小，说明输出的图像越相似。 

实验中 2种方案采用相同的参数设置：β、γ分别为融合
项和正则化项的权系数；N 为迭代次数；dt 为离散步长。其
中， 0.1,β = 2.4,γ = 0.1,dt = 4 000N =  。 

第 1组图像融合实验结果对比如图 1所示，其中，图 1(c)、
图 1(d)为经过 4 000 次迭代后得到的融合图像。第 1 组实验
的 Qw变化曲线与 RMSE 变化曲线如图 2所示。 

就第 1 组实验而言，由图 1(c)和图 1(d)所示，采用 2 种
方案，源图像中模糊的区域经过融合后都消除了模糊。由   

图 2(a)质量指标 Qw 演变曲线所示，刚开始随着迭代次数 N

的增加，2 种方案的 Qw 都迅速上升，增加很快，而采用
PDE_NEW 方案 Qw上升速度更快一些，Qw值也略高，说明
采用 PDE_NEW方案的融合图像的质量比采用 PDE方案的图
像质量略好，同时经过较少的迭代次数，就能达到和采用 PDE

方案同样的质量指标。当迭代次数 N超过 500后，随着迭代
次数 N 的增加，Qw 都上升缓慢，并近似保持不变，但采用
PDE_NEW 方案的 Qw值也总是比采用 PDE 方案略高。而且
从 2 根曲线走势看，随着迭代次数的继续增加超过 4 000 次

后，可以推断采用 PDE_NEW 方案的融合图像的质量始终比
采用 PDE 方案的图像质量略好。 

        
(a)源图像 1                  (b)源图像 2 

        
 (c)PDE 方案融合结果       (d)PDE_NEW 方案融合结果 

图图图图 1  第第第第 1组图像组图像组图像组图像融合实验融合实验融合实验融合实验结果对比结果对比结果对比结果对比 
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(b)RMSE 变化曲线 

图图图图 2  第第第第 1组实验的组实验的组实验的组实验的 Qw变化曲线与变化曲线与变化曲线与变化曲线与 RMSE变化曲线变化曲线变化曲线变化曲线 

由图 2(b)输出图像的收敛性演变曲线可知，刚开始随着
迭代次数 N的增加，2种方案的 RMSE 都迅速下降，但实线
比虚线下降得更快，RMSE 值更小，说明采用 PDE_NEW方
案输出图像收敛更快，输出图像更相似；同样当代次数 N超
过 500 后，2 种方案的 RMSE 都下降非常缓慢，并基本保持
不变，但采用 PDE_NEW 方案的 RMSE 值总是比采用 PDE

方案的 RMSE 值小，说明如果经过相同次数的迭代，采用
PDE_NEW 方案的输出图像比采用 PDE 方案的输出图像更 

相似。 

第 2组图像融合实验结果对比如图 3所示，其中，图 3(c)、
图 3(d)为经过 1 000 次迭代后得到的融合图像。第 2 组实验
的 Qw变化曲线与 RMSE 变化曲线如图 4所示。 
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           (a)源图像 1                  (b)源图像 2 

       
       (c)PDE 方案融合结果       (d)PDE_NEW 方案融合结果 

图图图图 3  第第第第 2组图像组图像组图像组图像融合实验融合实验融合实验融合实验结果对比结果对比结果对比结果对比 

 
(a)Qw变化曲线 

 
(b)RMSE 变化曲线 

图图图图 4  第第第第 2组实验的组实验的组实验的组实验的 Qw变化曲线与变化曲线与变化曲线与变化曲线与 RMSE变化曲线变化曲线变化曲线变化曲线 

由图 4(a)中 Qw可知，经 1 000次迭代后，2种方案的融

合图像的 Qw 都近似于最大值 1。但是在这之前，采用
PDE_NEW方案的 Qw上升得略微快一些，说明经过较少的迭
代次数 N，就能达到与采用 PDE 方案相同的质量指标。再从
输出图像的收敛性上看，经过 1 000 次迭代后，2 种方案的
RMSE 都接近于 0，但是同样在这之前，采用 PDE_NEW 方
案的 RMSE 随着迭代次数的增加，下降得略微更快一些，说
明其收敛性更好。 

总地来说，在相同的参数设置条件下，不论从质量指标
还是收敛性上，新方案都比以前的方案有所改进。 

5  结束语结束语结束语结束语 

本文对基于偏微分方程的图像融合方法进行研究，提出
了一种新的基于数值微分的计算方案。实验结果表明，在参
数设置相同的条件下，不论是融合图像的质量指标还是融合
输出图像的收敛性，新方案都有一定程度的提高。数值微分
的优势在于计算离散数据导数时精度高，而本文只是将数值
微分应用在基于偏微分方程的图像融合研究中，而在基于偏
微分方程的图像去噪、图像复原、图像分割等其他图像处理
领域同样可利用数值微分来改进其计算方案，这也是下一步
的研究方向。 
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