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摘 要：为解决 Vague值(集)的相似度量问题，提出一种公理化意义下全面综合的度量方法。通过对现有 Vague集相似度量的功能

进行分析对比，获得在相似度量公理化下的扩展形式，并结合模糊熵理论，综合 Vague值(集)相对熵的公理化思想，研究 Vague值

(集)相似度量与相对熵的关系，给出带参数的计算方法。分析结果证明，将该方法应用于国画类别的区分识别中，能获得较好的分

类结果。
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1 概述

自从 1965年Zadeh提出模糊集(Fuzzy Sets)理论[1]以来，
利用模糊集理论来处理模糊性和不确定性的信息和数据已
经取得重大进展。模糊集中的隶属度概念可用来描述支持
与反对 2 种信息，但现实中往往不仅出现元素对模糊概念
的支持或反对，还会出现介于支持与反对的中间状态——
踌躇性。比如最简单的投票模型，往往需要同时得知支持
和反对的程度信息(也间接体现了踌躇程度)。这时模糊集理
论就无法很好解决这类模糊性问题。

Gau 和 Buehrer 于 1993 年提出了 Vague 集理论[2]，将
模糊集理论中的隶属函数单值扩充为一个区间[tA(x), 1−
fA(x)]，其中，tA(x)表示真隶属函数；fA(x)表示假隶属函数。
从 Vague 集的这个描述可以看出，任意元素 x 的 Vague 值

是一个[0,1]的子区间[tA(x), 1−fA(x)]，若 tA(x)=1−fA(x)，则 A
退化为模糊集，其隶属函数 μA(x)=tA(x)=1−fA(x)；若 tA(x)=1−
fA(x)=0或 tA(x)=1−fA(x)=1，则 A退化为经典集合。

Vague 集理论用这种真假隶属函数的定义体现了元素
对模糊概念属于与不属于的程度和证据，比模糊集有更强
的表达不确定性的能力，进一步加强了对客观世界描述的
真实程度。目前该理论在模糊控制、决策、故障诊断、近
似推理和医疗诊断等方面取得了较好的应用成果。

熵是不确定性度量的一种重要要方法。熵值反映了在
宏观状态确定以后，系统微观状态发生改变的可能性的大
小：熵的大小和知识的分类能力对应，即熵越大，分类能
力越强。而相对熵的量值则可以对比出类别之间的差异程
度。Vague集理论中的相似度量问题以及模糊熵的研究，已
经得到众多研究者的关注。
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本文针对 Vague值(集)的相似度量问题，分析比较现存
相似度量的功能，在公理化要求下给出新的度量方法。通
过归纳分析模糊熵的公理化要求，提出一个简便实用的
Vague值(集)相对熵的计算方式，将相似度与模糊熵在形式
上相结合，并通过一个主观成分所主导的国画类别区分模
型的数据模拟，演示运算的合理性。

2 Vague值(集)基本概念及其相似度量方法

首先介绍如下相关的基本概念：
定义 1[3] 设 U 是一个对象空间，对其中的任意一个元

素 x，U上的 Vague集 A用一个真隶属函数 tA(x)和一个假隶
属函数 fA(x)表示。tA(x)表示从支持 x的证据所得出的隶属度
下界，fA(x)表示从反对 x的证据所得出的隶属度下界，tA(x)
和 fA(x)均是[0, 1]中的某个实数值，且满足 0≤tA(x)+fA(x)≤1。

定义 2[4] 一个 Vague 集 [ , 1 ]A AA t f  的补集为 A 
[ ,1 ]A At f ，其中， AAt f ；1 1 AAf t   。

定义 3[5] 称Vague集A包含于Vague集B，记作 A B ，
如果 ( ) ( )A i B it x t x≤ ，且1 ( ) 1 ( )A i B if x f x ≤ 。若 A B
且 B A ，则 A B 。

为叙述简便，若无特别声明，后文用 { | 1,iU x i 

2, , }n 表示论域，有时用 tx 表示 tA(x)，fx 表示 fA(x)。
记 1x x xm t f   ，表示元素 x 的未知信息；记 S(x)=
tx−fx，表示支持和反对两方面力量的程度差别，称之为核
函数。对于论域 U上的 2个 Vague集 A、B，分别表示为 A 

1
[ , ]

i ix xn
i

i

t f
x ， 1

[ , ]
i ix xn

i
i

t f
B x

 
  ，这时 ( ) 1A im x  

( ) ( )A i A it x f x ， ( ) 1 ( ) ( )B i B i B im x t x f x   。
Vague值(集)之间的相似度量(用 M表示)，其方法的演

进是一个逐步的过程。现存的描述公式有：
(1)文献[6]中的相似度量 MC

Vague值 x、y之间：

MC(x,y)=1−|S(x)−S(y)|/2 (1)
Vague集 A、B之间：

1
1( , ) ( ( ), ( ))n

iC i iM A B M A x B x
n  

上式满足通常计算模式下，2个 Vague值(集)之间的相
似度越大，则相似程度越高。

(2)文献[4]中的相似度量 ML：

ML(x,y)=1−|S(x)−S(y)|/4−[|tx−ty|+|fx−fy|]/4 (2)

(3)文献[5]中的相似度量 MW

考虑到投票模型中的弃权成分有一部分趋向投赞成
票，也有一部分趋向投反对票，因此，为修正诸如出现[0,0]
和[0,1]之间的相似度为 0，[1,1]和[0,1]之间的相似度为 0，
不符合人们的直觉的情况(因为在投票模型中[0,0]表示所有
人都反对，[0,1]表示没有人支持，也没有人反对，[1,1]表示
所有人都支持)，同时又需要对弃权部分 mx=1−tx−fx作进一

步细化，将元素 x 的隶属情况用三维表示变为(Tx,Fx,mx
2)=

(tx+txmx, fx+fxmx, mxmx)，并给出新度量，提高了相似度的区
分性能，记为 MW：

MW(x,y)=[|(Tx−Fx)−(Ty−Fy)|+2|(Tx+Fx)−(Ty+Fy)|]/4 (3)
此外在文献[4]的基础上，文献[7]有基于距离公式的相

似度量。由于距离定义下的计算较为繁杂也易失真，因此
应用上受到限制。如：M(x, y)=0的充要条件是 x、y为[0, 0]，
[0, 1]和[1, 1]中的任意 2个，然而 Vague值[0, 0]和[1, 1]之间
的相似度为 0是合理的，但[0, 0]和[0, 1]之间以及[1, 1]和[0,
1]之间的相似度为 0则不应采纳。即使用式(3)计算 MW(x,y)，
其结果[0.4, 0.8]与[0.3, 0.8]的相似度甚至比[0.4, 0.8]与[0.3,
0.7]的相似度还小，这也与直觉观察相悖。

虽然相似度的研究已获得相当多的成果，但还是有未
尽之处，需要进一步寻求新的方法。

3 改进的 Vague值(集)相似度量方法

在公理化要求下描述 Vague 值(集)之间相似度是建立
合理泛化公式的大方向。本文在文献[8]的基础上，将 Vague
值(集)相似度量的公理化规则进一步完善，写为：

定义 4 设 x=[tx, 1−fx]、y=[ty, 1−fy]是论域 U上 Vague集
A的 2个 Vague值，映射：M：A×A→[0, 1]，称 M(x, y)是 x、
y之间的相似度，如果 M(x, y)满足以下条件：

(1)对任意的 x, y∈A，0≤M(x, y)≤1(有界性)；
(2)M(x, y)＝M(y, x)(对称性)；
(3)对任意的 x, y∈A，M(x, x)＝1；M(x, y)=0的充要条

件是 x, y{[0,0], [1,1]}；
(4)可用 d(x, y) =1−M(x, y)表示 x、y 之间的距离，根据

距离性质，对任意的 x, y, zA，由于 d(x, y)+d(y, z)≥d(x, z)，
因此有 M(x, z)≥M(x, y)+M(y, z)−1。

定义 5 设 A、B是论域 U上的 2个 Vague集。映射 M:
U×U→[0, 1]，称 M(A, B) [0,1] 是 Vague集 A、B的相似度，
如果 M(A, B)满足：

(1)对任意的 A, B∈U，0≤M(A, B)≤1(有界性)；
(2)对称性：对任意的 A, B∈U，M(A, B)＝M(B, A)(对

称性)；
(3)对任意的 A∈U，M(A, A)＝1；

(4)M(A,B)=0 1
[ , ]n i i

i
i

a aA x ， 1
[ , ]n i i

i
i

b bB x ，

其中， 1i ia b  且 ,i ia b  {0, 1}，i=1,2,…,n；
(5)用 D(x, y)=1−M(A, B)表示 A, B之间的距离，则对任

意的Vague集 A, B, C∈U，有M(A, C)≥M(A, B)+M(B, C)−1。
在此框架下，针对现存相似度计算公式提出改进：
设 x=[tx, 1−fx]，y=[ty, 1−fy]是 Vague集 V∈U上的 2个

Vague值：tx ∈[0, 1]，fx∈[0, 1]，ty∈[0, 1]，fy ∈[0, 1]，且
tx+fx≤1，ty+fy≤1，mx=1−tx−fx。将 x的隶属情况用三维表示
(Tx, Fx, mx

2)=(tx+txmx, fx+fxmx, mxmx)。x、y之间的 2个相似
度为[8]：
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*( , ) 1 | ( ) ( ) |x x y yM x y t f t f     

(| | | |)x y x yt t f f     (4)

**
1( , ) 1 ( ) | ( ) ( ) |
2 x x y yM x y t f t f        

| ( ) ( ) | | '( ) '( ) |S x S y S x S y    (5)

其中， , 0  ≥ ，且 1
2

   ；式(5)中核函数 ( )S x 

x xt f ， '( ) x xS x T F  ，且 , 0,  ≥ 1
2

   。它们

满足定义 4。且相应可获得 U上 2个 Vague集 A、B的相似
度 M*(A, B)与 M**(A, B)。

考虑到未知信息 mx 在相似度计算中的作用，简化
式(4)为[9]：

1( , ) 1 [| ( | | |
4 x y x yM x y S S t t     

| | | |)]x y x yf f m m   (6)

为在不影响公理化定义要求的同时避免繁复，将式(6)
进一步推广，得到改进的 Vague 值相似度量公式。具体形
式改为：

1( , ) 1 [| ( | | |
3k x y x yM x y S S t t

k
     


| | | |)]x y x yf f k m m   (7)

同时，Vague集 A、B相似度量公式为：

1
1( , ) ( ( ), ( ))n

ik k i iM A B M A x B x
n  

可以验证，式(7)满足定义 4。若条件允许， k 可取任
何实数。这里为计算简便， k 取正整数。显然，若 1k  ，
则式(7)成为式(6)。

4 Vague值(集)的熵及相对熵

与模糊熵有关的相对熵的量值可以从一个侧面衡量类
别的相似程度，体现之间的差异。目前 Vague 集模糊熵研
究也已获得了一些成绩。比如，对于论域U 上的 Vague 集

1[ , ]
i i

n
i x xA t f  / ix 的模糊熵 ( )VE A ，以下 2 个公式可用

来计算 A的模糊熵[10]：

11

1

( ) [ | | 1] /

[ | | 1]
i i i

i i i

n
i x x x

n
i x x x

VE A m t f

m t f




   

  

2 2
12

1( ) [ ( ) 1]
2 i i i

n
i x x xVE A m t f

n    

其中， 1x x xm t f   。

为满足直觉要求与应用需要，应在宏观意义上对 Vague
值(集)模糊熵进行公理化描述，使它既符合熵的物理意义也
具备 Vague 值(集)模糊熵的特定内容[11]。现在已有结果之
上，对相关公理做进一步规范。

定义 6 设 A、B是论域 U上的 Vague集，若函数 :VE
[0,1]U  满足：

(1) 0 ( ) 1VE A≤

≤

， ( ) 0 [ ( ),1 ( )]A i A iVE A t x f x   

{[0,0],[1,1]}，即 A为经典集合；

(2)Vague熵的最大值为 1，且 ( ) 1VE A   A At f ；

(3) ( ) ( )A i B im x m x ，| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |A i A i B i B it x f x t x f x  

时，有 ( ) ( )VE A VE B ；

(4)当 | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |A i A i B i B it x f x t x f x   ，且 ( )A im x 

( )B im x 时， ( ) ( )VE A VE B ；

(5) ( ) ( )VE A VE A ，即 Vague集的模糊熵和其补集的
模糊熵相等。

根据文献[12]及此处的公理内容，构造计算 Vague集模
糊熵的公式，并给出证明。

定理 1 设 [ ,1 ]x xx t f  ，令 1( ) (1
(1 ) xVE x m


  


| |)x xt f ( 0)  ，则 ( )VE x 是满足定义 6的模糊熵。
证明：
(1) ( )VE x =0 1 | | 0x x xm t f    。
如果 [ ,1xt  ] {[0,0],[1,1]}xf  ，显然这时 0xm  ，

且 | | 1x xt f  ， 故 1 | | 0x x xm t f    ； 反 之 ， 当
1 | | 0x x xm t f    时 ， 由 于 0 | | 1x xt f≤

≤

，
0 1xm≤

≤

， 0  ，得到 0xm  ，以及 | | 1x xt f  。故
有 [ ,1 ] {[0,0],[1,1]}x xt f  。

(2)只需说明对任何 x， ( )VE x =0 x xt f 。

因为 ( )VE x =0 1 | | 1x x xm t f      ，也就是
( 1) | |x x xm t f    。又 0  ，0 1xm≤

≤

，故 ( 1)xm  ≤

0，但 | | 0x xt f ≥ ，从而有 ( 1) | | 0x x xm t f     ，即

x xt f 。
(3)当 x ym m 而且 | | | |x x y yt f t f   时，立即有

1 (1 | |)
(1 ) x x xm t f

  


< 1 (1 | |)

(1 ) y y ym t f

  


，

即得 ( ) ( )VE x VE y 。
(4)当 | | | |x x y yt f t f   且 x ym m 时，有1 xm 

| | 1 | |x x y y yt f m t f     ，不难得到 ( ) ( )VE A VE B 。

(5)根据定义 2及定义 6，有：
1( ) (1 | |)

(1 )
1 (1 | |) ( )

(1 )

A A A

A A A

VE A m t f

m t f VE A







    


   


在此基础上，有：
定理 2 设 1[ , ]

i i

n
i x xA t f  / ix 是论域 U 上的 Vague

集，则 ( )VE A 是满足定义 4 的模糊熵，这里 ( )VE A 

1
1 (1 | |)

(1 ) i i i

n
i x x xm t f

n


    


， 0  。

注：实际应用时可根据需要调整  值。对于一元化的
熵计算，选取一个简便的  值即可。例如当 2  时，获得
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文献[9]中的情形。
下面结合文献[13]中相似度量的研究结果，给出 Vague

集相对熵的公理化描述，并进一步结合计算结果研究应用
模型。

定义 7(相对熵公理化描述) 设 A、B 是论域 U 上的
2个 Vague集。

A对 B的相对熵 ( , )VE A B 应满足：
(1)非负性： ( , ) 0VE A B ≥ ，等号成立当且仅当

( ) 0VE A  ；
(2)次可加性： ( , ) ( ) ( )VE A B VE A VE B≤ ，等号成立

当且仅当 ( ) 0VE B  或 A、B的相似度量 ( , ) 1M A B  。
依此定义，可构造一个 Vague值(集)相对熵的计算形式

如下：
定理 3 设 A、B 是论域  | 1, 2, ,iU x i n   上的

2个 Vague集，A= 1[ , ]
i i

n
i x xt f / ix ，B= 1[ ' , ' ]

i i

n
i x xt f / ix 。

函数 ( , )VE A B 是满足定义 7 中 A、B 的相对熵，这里
( )( , )

( , )
VE AVE A B

M A B
 ，其中，A、B的相似度量 ( , )M A B =

1
1 ( ( ), ( ))n

i i iM A x B x
n  0 。

证明：

显然
( )( , )

( , )
VE AVE A B

M A B
 符合定义 7中的(1)非负性。

其实，定义 7 中的次可加性也不难得到，这是因为：当

( , ) 0M A B  时，
( ) ( )( , ) 0

( , ) ( , )
VE B VE BVE B A

M B A M A B
  ≥ ；

又 由 于 ( , ) 1M A B ≤ ， 因 此 有 ( , ) ( , )VE A B VE A B ≤

( ) ( )( , ) ( ) ( )
( , )

VE A VE BVE B A VE A VE B
M A B


 ≤ ，等号成立

当且仅当 ( ) 0VE B  或 ( , ) 1M A B  。

在Vague值(集)中，相对熵刻画了论域U上Vague值(集)
熵的演化规律以及不同 Vague 值(集)之间的相对熵与相似
度量结果的联系。定理 3 还表明：当相似度 ( , )M A B 增大
时，A、B之间的相对熵减少——符合信息系统中有关熵的
性能，即熵是消除不确定因素的一种度量。

5 相似度理论在国画分类中的应用

中国古画鉴别是文物鉴定类别中难度很大的一个门
类。以传统绘画为例，除了要依据“气韵生动”、“意境深
邃”和“格调高雅”等形容国画艺术类别高下的描述形式，
还要关注辅助依据的信息，如题款、题跋、印章、纸绢、
装裱、著录。鉴于“专家也只是在某个领域里的专家”，有
必要探索一套普适的分类方法。模型归类方法的关键在于，
在各侧面评价信息相对确定但不够完备的情况下，如何将
一幅国画作品归入某个信息已知或已经确认好的国画类
别。本节以 Vague 集相似度以及熵理论为依据，分析画作
鉴别归类的途径。

设论域 { | 1,2, ,8}iU x i   ，其中，八元素 (ix i 
1,2, ,8) 分别对应一幅画作的主要信息：内容，气韵，墨
法，构图以及辅助信息：题款，题跋，印章，装裱。论域 U
上 Vague集 A B、 表示 2幅已知模式信息的作品。

对比各相似度计算公式的结果，如表 1所示。

表 1 Vague值(集)之间的各种相似度量比较

xi A B MC ML MW M* M** M1 M2 M3

1 [0.3,0.8] [0.4,0.8] 0.95 0.95 0.923 0.950 0.946 0.925 0.92 0.917

2 [0.3,0.9] [0.4,0.8] 1.00 0.95 0.890 0.970 0.945 0.900 0.88 0.863

3 [0.4,0.7] [0.4,0.8] 0.95 0.95 0.928 0.950 0.944 0.925 0.92 0.917

4 [0.5,0.8] [0.4,0.8] 0.95 0.95 0.938 0.950 0.950 0.925 0.92 0.917

5 [1.0,1.0] [0.0,1.0] 0.50 0.50 0.250 0.500 0.500 0.250 0.20 0.167

6 [0.0,0.0] [0.0,1.0] 0.50 0.50 0.250 0.500 0.500 0.250 0.20 0.167

7 [0.5,0.5] [0.0,1.0] 1.00 0.75 0.500 0.833 0.750 0.500 0.40 0.333

8 [0.5,0.5] [1.0,1.0] 0.50 0.50 0.750 0.500 0.500 0.500 0.50 0.500

注：表中 MC, ML, MW , M*, M**分别使用式(1)~式(5)计
算，M*中取  1/3，M**中取   1/8；Mk对应式(7)，

即本文给出的改进计算式(k=1,2,3)。
从表 1中的数据可知：MC公式简洁，却会对相似度的

度量产生与人的自觉不相符的结果：如[0.3,0.9]与[0.4,0.8]
以及[0.5,0.5]与[0,1]，相似度均为 1，这明显与事实相悖；
ML与 M*在相似度的区分上有增强，但还不能满足需要，如
用在计算 Vague 值[0.3,0.8]、[0.4,0.7]、[0.5,0.8]分别与[0.4,
0.8]的相似度时，结论均为 0.95。这个情况说明，调节 M*

中的权重系数不能全面解决相似度的分辨性能(适当选取时
可以有效提高相似度表现力)。此外，MW和 M**对 2个 Vague
值 x、y 之间的相似度分辨能力又有提高，但用 MW在计算
[0.4,0.8]与[0.3,0.9]，[0.4,0.8]与[0.3,0.8]的相似度时，得出后
者的相似度高于前者的相似度；在计算[0,1]与[0.5,0.5]以及
[1,1]与[0.5,0.5]的相似度时，得出前者的相似度低于后者的
相似度……这些都与用其他公式计算的结果违背，也与实
际模型不符。对比结果显示，本文给出的式(7)在不同参数
k下的 Mk所显示的灵活性、精确性等均有改善。
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设现有待识别对象C(其中元素用 z标示)，已知其Vague
集特征描述(对应各个相关测评信息)，问样本C应该归属A、
B哪种模式。

方法 1 采用相似度计算的解决过程，分 2步：
(1)利用式(7)计算 Vague 集 A、C 与 B、C 元素之间的

相似度 Mk(x, z)，Mk(y, z)(k=1,2,3)，结果如表 2所示。

表 2 A、C与 B、C元素之间的相似度

xi A B C M1(x,z) M2(x,z) M3(x,z) M1(y,z) M2(y,z) M3(y,z)

1 [0.3,0.8] [0.4,0.8] [0.5,0.7] 0.775 0.82 0.750 0.900 0.86 0.870

2 [0.3,0.9] [0.4,0.8] [0.4,0.7] 0.800 0.74 0.700 0.925 0.92 0.917

3 [0.4,0.7] [0.4,0.8] [0.4,0.9] 0.850 0.84 0.833 0.925 0.92 0.917

4 [0.5,0.8] [0.4,0.8] [0.4,0.8] 0.925 0.92 0.917 1.000 1.00 1.000

5 [1.0,1.0] [0.0,1.0] [0.5,0.9] 0.625 0.62 0.617 0.650 0.64 0.600

6 [0.0,0.0] [0.0,1.0] [0.1,0.8] 0.375 0.36 0.350 0.825 0.80 0.783

7 [0.5,0.5] [0.0,1.0] [0.3,0.8] 0.725 0.68 0.650 0.725 0.68 0.650

8 [0.5,0.5] [1.0,1.0] [0.6,0.8] 0.750 0.76 0.770 0.650 0.68 0.700

(2)根据表 2 的结果，然后按照公式 Mk(A, B)= 1
n

1 ( ( ), ( ))n
i k i iM A x B x 计算出不同 k值下的相似度：

8
11 1

1( , ) ( ( ), ( )) 0.728
8 i i iM A C M A x C x 

8
12 2

1( , ) ( ( ), ( )) 0.717
8 i i iM A C M A x C x 

8
13 3

1( , ) ( ( ), ( )) 0.698
8 i i iM A C M A x C x 

8
11 1

1( , ) ( ( ), ( )) 0.825
8 i i iM B C M B x C x 

8
12 2

1( , ) ( ( ), ( )) 0.812 5
8 i i iM B C M B x C x 

8
13 3

1( , ) ( ( ), ( )) 0.804 6
8 i i iM B C M B x C x 

根据择近原则，选择相似度高的类型，C应归入 B类。
方法 2 采用 Vague集相对熵方法，过程如下：

(1)根据定理 2 计算 ( )kVE C ，即 1( )
(1 )kVE C

n k




1(1 | |)
i i i

n
i z z zkm t f    (k=1,2,3)，得：

1( )VE C =0.625, 2 ( )VE C =0.55, 3 ( )VE C =0.512 5

(2)根据相对熵关系式
( )

( , )
( , )
k

k
k

VE C
VE C A

M C A
 ，以及

( )
( , )

( , )
k

k
k

VE C
VE C B

M C B
 ，得到 C与 A、C与 B在不同 k值

情况下的相对熵：

1( , )VE C A = 1

1

( )
( , )

VE C
M A C

=0.858 5

2 ( , )VE C A =0.767 1

3 ( , )VE C A =0.734 2

1( , )VE C B = 1

1

( )
( , )

VE C
M B C

=0.757 5

2 ( , )VE C B =0.676 9

3 ( , )VE C B =0.637 0
根据熵值比较，一致地有 ( , ) ( , )k kVE C A VE C B ，k=

1,2,3。由于相对熵越小表明类型越接近，因此 C归入 B类。

6 结束语

基于 Vague 集相似度量进行模式识别与分类是人工智
能研究领域比较流行的方法之一，而由信息系统扩展得来
模糊熵概念可以很好地辅助完善不确定信息系统中的不确
定性度量，是度量信息粒度的重要方法。本文在 Vague 集
相似度量与模糊熵的公理化定义的基础上，研究不同相似
度量的递进发展历程，考察它们的特点，获得了更灵活的
计算形式；讨论相对熵与相似度量的关系，通过公理化思
想构造满足条件的计算方式，进一步将给出的方法应用到
艺术品的分类鉴定中，证明了其应用价值。这些结果发展
了不完备信息系统的度量理论，可为进一步应用于知识发
现及数据挖掘等领域奠定基础。
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